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STATISTIQUES

Introduction

Les chiffres ne peuvent mentir.
11y a les mensonges, il y a de fieffés mensonges, et il y a les statistiques.
disent les gens.

Ulysse Dupont, citoyen moyen, le devoir accompli, quitte son entreprise pour rentrer
chez lui. Comme il a presté un bout de temps supplémentaire, la porte de Fimmeuble est fer-
mee, et pour l'ouvrir il compose un code sur le clavier adéquat. Pour faire démarrer sa voiture
ou y faire fonctionner sa radio, méme opération. Rebelote au distributeur de billets ou 2 Ia
caisse du supermarché ot il s'est arrété pour quelque emplette,

En route, il a appris par le bulletin d'informations de la radio que la température
moyenne du globe a évolué de telle maniére au cours de la derniére décennie, & moins peut-&tre
que linformation n'ait porté sur les résultats quantifiés d'une enquéte sur le comportement
sexuel des européens ef le niveau de satisfaction quils en retirent, par pays et par tranches
d'dges.

Le soir, a la télévision, il voit s'affronter des représentants de partis politiques qui, au
depart de statistiques toutes plus sérieuses et fondées les unes que les autres, défendent des
théses contradictoires. Fort heureusement, cet aride débat est interrompu par une publicité
dans laquelle une charmante présentatrice Iui apprend que neuf personnes sur dix se félicitent
de consommer tel produit, ce qui sous-entend qu'il serait débile de ne pas adopter le méme
comportement. -

Abruti par tous ces chiffres, Ulysse Dupont fait taire les sources d'information extérieu-
res, et arme de son stylo a bille, il se concentre sur sa grille de Lotto.

% # *

Une des difficultés qu'on rencontre & mettre en place un enseignement de la statistique
dans le secondaire, est cette double conviction qu'ont les gens, que d'une part les nombres n'ont
pas d'états d'dme et sont donc objectifs, et que par ailleurs on leur fait dire n'importe quoi.
Ajoutez-y idée simpliste mais bien ancrée que la statistique, c'est des moyennes, et que le cal-
cul des moyennes, on connait cela depuis I'école primaire et vous aurez les ingrédients néces-
saires & un désintérét massif. S'l reste quelques personnes qui hésitent et pensent que quand
méme... , attirez leur attention sur le fait que n'importe quel tableur ou méme des calculatrices
pas trop onéreuses font trés bien le travail a votre place et il ne restera plus que quelques dino-
saures pour penser que l'enseignement de la statistiquel a sa place dans l'enseignement commun

et contribue 4 la formation du citoyen.

! En tout cas fel quiil est souvent pratiqué, c'est-a-dire calcul de moyennes peu significatives et tracés de graphiques.
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Parmi les principes ou postulats qui sous-tendent ce document, il y a le fait que la sta-
tistique est un moyen d'approche et d'analyse valable du réel. Bien plus, il y a un certain nom-
bre de domaines ou de situations de grande, voire trés grande importance sociale ou indivi-
duelle, qui, dans un premier temps en tout cas, ne peuvent étre valablement €tudiées que par
des méthodes statistiques.

Qu'on pense a la décision que doivent prendre les industriels ou les artisans d'accepter
ou de refuser, sur la base de l'analyse d'un échantillonnage, un lot de composants que leur pré-
sente un fournisseur. Qu'on pense encore aux analyses de marché a partir desquelles des res-
ponsables décident de telle ou telle stratégie commerciale. H n'est pas si rare que de telles déci-
sions impliguent des sommes d'argent considérables.

Dans le domaine de la santé aussi, les études épidémiologiques sont souvent une pre-
miére étape dans I'étude d'un phénoméne. Des observations statistiquement €laborées peuvent
commencer des recherches sur Ia nocivité d'une substance ou sur l'efficacité dune molécule
dont on veut faire un médicament ou &ire, en cours ou en fin d'expérimentation, un controle de
la valeur de ce qui a été entrepris.

Les travaux des sociologues font abondamment appel aux méthodes statistiques. N'ou-
blions d'ailleurs pas que le mot méme de “statistique"” fait référence a la notion d'Etat. Le dic-
tionnaire Littré en donne comme premiére définition : "Science qui a pour but de faire
connaitre l'étendue, la population, les ressources agricoles et industrielles d'un Etat". Cette
définition pas trés extensive pourrait assez facilement étre récrite pour donner quelque chose
comme :

La statistique est la science qui s'occupe de la gestion rationnelle des données quaniifiées
relatives 2 I'Etat ou A toute autre situation qui lui est plus ou moins comparable.

# A %

On aura compris que si la statistique a son efficacité pour traiter de situations compor-
tant un grand nombre de données, elle ne le fait qu'en gommant les singularités individuelles, en
en faisant abstraction. Il n'y a donc guére de sens A donner des explications "statistiques”
relatives A des petits ensembles, comme par exemple une classe de quatre ou cinq éléves.

Des raccourcis de langage habituels peuvent induire en erreur. Si un joueur de tenms
vient de gagner par jeu blanc son jeu de service en réussissant trois aces et que le commenta-
teur de Ia radio ou de la télévision dit que 75 % des services de ce joueur sont des aces, il
donne & penser que ce joueur réussit habituellement un iel exploit, ce qui n'est trés vraisembla-
blement pas le cas. '

_ Inversement, si on traduit par "dans le monde, un enfant sur trois est chinois" le fait
que plus de 30 % des enfants du monde sont chinois, ceci ne devrait pas inquiéter les parents
européens de deux enfants qui désirent agrandir leur petite famille.

ES * ¥
Mais si la conviction de la validité de l'outil statistique est une des idées de base de la
commission pédagogique de la SBPMef, une autre conviction tout aussi fondamentale est

qu'en ce sujet comme en tant d'autres, on n'arrive 4 des résultats intéressants qu'en y mettant le
prix. Une étude superficielle ne donnera généralement que des résultats sans intérét, & la limite
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du ridicule ou méme franchement idiots, méme si l'utilisation d'un équipement informatique fait
croire que le travail est trés savant.

Un des auteurs de ce texte s'est un jour amusé & calculer la moyenne d'dge des €léves de
rhétorique d'un certain nombre d'écoles. Ayant obtenu les listes d'éléves avec la date de nais-
sance et le cours de mathématique suivi (3, 5 ou 7 h/sem pour le général,_.), il disposait d'un
échantillonnage suffisant pour échapper au reproche de tirer des conclusions générales a partir
d'une population trop restreinte. Ces données ont été soigneusement encodées (on peut raison-
nablement supposer que les éventuelles erreurs d'encodage ont été trés rares et n'ont donc pas
influencé le résultat) et les calculs ont été confiés 4 un ordinateur?.

Ce qui est ressorti de ce travail scientifique est ce qu'on pouvait bien imaginer : en
moyenne, les €léves ayant suivi le cours de mathématique 2 7 h/sem étaient significativement
plus jeunes que ceux des cours de mathématique & Sh/sem, eux-mémes significativement plus
jeunes que ceux qui avaient suivi un cours de mathématique & 3 h/sem. Autrement dit, plus le
cours de mathématique est poussé, moins il y a de retards scolaires. Conclusion : pour
lutter contre les retards scolaires, il suffirait d'augmenter le nombre d'heures de mathématique
par semaine.

La mauvaise fot de cette argumentation attire l'attention sur le fait qu'une analyse (sta-
tistique ou non) de situation se fait toujours dans un contexte et avec un projet : sur un sujet
donné qui est débattu dans la société ou auquel on s'intéresse personnellement, on essaie d'y
voir plus clair, pour se faire une opinion mieux établie, pour faire le point sur des idées regues,
pour argumenter ou contredire des prises de position, parce qu'on 2 une décision & prendre, ...

Ceci implique qu'd propos d'un probléme qu'on rencontre, on se pose au moins deux
questions : '
1. qu'est-ce que je veux savoir sur la situation ?
2. quels sont les indicateurs observables qui me donneront des renseignements fiables sur ce
que je veux savoir ?

Ces questions (et quelques autres comme : o# vais-je trouver | ‘information que je cher-
che ?) ne relevent pas au sens strict de la technique statistique, mais il est indispensable de se
les poser et d'y répondre si on veut éviter de se lancer téte baissée dans des travaux qui aprés
coup se révéleront vains.

Dans le cas des retards scolaires, si lindicateur utilisé (I'dge moyen d'un groupe d'élé-
ves) peut €tre utile pour se faire-une idée correcte de l'importance des retards scolaires, il est
tout a fait inadéquat & donner des indications sur la cause de ces retards ou sur les remédes 3
apporter.

? Quelques détails sur le caloul de la moyenne ddge dun groupe de personnes, pour faire apparaitre que lerrens quion dé-
tectera ne provient pas de la méthode de caleul

- on Ecrit une rostine qui compte le nombre de jours écoulés depuis une date de référence (par exemple, le 1 janvier 1900)
jusquia la date quon indique. Méme en tenant compte des années bissextiles, ceci nlest pas trop difficile 4 faire.
- pour savolr le nombre de jours vécus par un individu depuis sa naissance jusqu'a la date du jour (ou une date gu'on indi-
que), il suffit de faire la différence entre le nombre de jours écoulés depuis Ia référence jusqu'a la date du jour et le nombre
de jours écoulés depuis la référence jusqu'a la date de naissance de lindividu. L'ge de chaque individu est donc ainsi ex-
primé en jours. _

- on peut donc caleunler sans probléme la moyenne de tous ces dges. Pour que la lecture soit plus facile, on retransforme en
années ¢t mois cet ge moyen eXprimé en jours, en admettant par exemple qu'un mois comporte 30,5 jours, ce qui donnera
un resultat exprimé avec une précision plus que suffisante.

SBPMef - Dossier Pédagogique n° 6 — Page 9



Selon une enquéte’ dont les résultats ont été publiés en novembre 1996 et qui concerne
le premier degré du secondaire, si nos éléves (enseignement belge francophone, tous réseaux
confondus) sont supérieurs 4 la moyenne en mathématique, ils sont tout en bas de classement
en sciences. Certains ont cru opportun d'en tirer des conclusions sur nos méthodes pédagogi-
ques de l'enseignement des sciences.

On peut penser que de telles remarques sont complétement hors de propos. Car sl est
peu probable que nos éléves qui savent faire des maths soient incapables d'apprendre les scien-
ces, il est fout aussi peu probable que nos professeurs de sciences soient systématiquement
moins capables que leurs collégues de mathématique. Une autre explication serait que les res-
ponsables de I'éducation en Belgique ont préféré concentrer la formation de base sur des sujets
autres que les sciences, en reportant aux années ultérieures une formation scientifique propre-
ment dite. Effectivement, en Belgique francophone, l'enseignement des sciences a I'école pri-
maire et au début du secondaire, fait partie des activités d'éveil. Il n'y a donc pas lieu de s'éton-
ner que nos éléves du début du secondaire ne pmssent guére répondre a des questions aux-
quelles ils n'onit pas été préparés. Autrement dit : l'enquéte TIMSS, telle que pratiquée chez
nous, NE serait PAS un bon indicateur de la qualité de l'enseignement des sciences en Belgique
francophone. Elle ferait seulement apparaitre que notre politique pédagogique a des spécifici-
tés, ce qui est fort choquant pour le Belge moyen volontiers adepte de la trés tyrannique refi-
gion du "juste (!) milien".

Pour savoir si ces choix de politique éducative sont de bons choix, il aurait fallu que la
Communauté Francaise souscrive 2 la totalité de l'enquéte TIMSS, c'est-a-dire participe aussi
I'évaluation des éléves de fin du secondaire, ce qui n'a pas été fait pour les raisons budgétaires
que l'on imagine. A défaut de tels renseignements, il faut, si on veut dire des choses pertinentes
sur l'enseignement des sciences dans notre systéme scolaire, rechercher d'autres indicateurs
appropriés et plus accessibles.

En guise de mise en train...

S'l était bon d'appater les professeurs par des exemples qui les intéressent, il n'est sans
doute pas inutile d'amorcer les éléves par des questions qui retiennent au plus haut point leur
attention.

A propos, par exemple, de la "cote® du bulletin" :
- Comment ['établir 7 En faisant la moyenne de tous les travaux ? En faisant la moyenne de
certains fravaux ?
- Comment rendre compte de l'activité en classe ?
- Faut-il tenir compte des travaux & domicile ?

3 1e mot habituellement employé en France pour parler de Févaluation des éléves est "note” et non "cote". Cependant, le
Larousse (Petit Larousse Ilinstré, 1980) reconnalt au mot "cote”, I¢ sens (dans un usage figuré et familier) de "degre dles-
time 1 avoir une bonne cote". D'autres dictionnaires conﬁzment ce sens d'évaluation, d'estimation attribué an mot cote,
éventuellement avec tenvoi au mot nofe ol on trouve un renvoi au mot cote. En Belgique, 4 une écrasante majorité, les
professeurs parlent de leur cahier de cotes. On ne voit pas bien pourquoi on s'alignerait sur I'usage hexagonal.
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- Que représente cette cote pour l'éléve 7 Pour ses parents ?
- Un éléve peut-il s'organiser pour ameliorer sa cote tout en n'ayant rien appris ?
- Est-il plus important d'avoir acquis une compétence ou d'avoir une bonne cote du mois ?

- Quel profit retire-t-on d'un devoir recopié sur celui d'un bon éléve de la classe ?

- Comment faire en sorte que I'évaluation périodique soit le reflet le plus fidele possible des
progres réalisés ? ' o

- Comment utiliser les évaluations pour progresser ?

Ces questions n'épuisent pas le sujet”. Le professeur qui les pose veillera 4 maintenir un
minimum de sérénité pour que la legon ne tourne pas a l'affrontement. L'évaluation est une
démarche omniprésente dans la vie professionnelle, que l'on se trouve dans la position de celui
qui est évalué ou de celui qui évalue. Un des objectifs d'une telle séquence est de provoquer
une réflexion plus adulte chez les éléves. Peut-&tre auront-ils appris qu'en confrontant ses idées
avec d'autres et en étant critique, on progresse davantage dans la maitrise d'un sujet qu'en assé-
nant des "vérités" a des "adversaires”. |
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Ch. 1 : Valeurs centrales

Tout le monde salt ce qu'est une moyenne.
Vraiment ?

A. Situations

Sit 1.1 - Moyenne, vous avez dit moyenne 7 ...

On a souvent dit, dans les media, que l'enseignement, en Commu_hauté Frangaise de Belgique,
coiitait trop cher. On a chanté sur tous les toits qu'il y avait, en moyenne, 7 éléves par profes-
seur. ‘

Considérant ses listes d'éléves, M. PROFDEMAT est perplexe : il a en charge :

- une classe de 25 éléves pendant 5 périodes/semaine;

- une classe de 24 éléves pendant 4 périodes/semaine,;

- une classe de 27 éléves pendant 5 périodes/semaine;

- une classe de 17 éléves pendant 6 périodes/sematne;

- une classe de 3 éléves pendant 2 penodes/sernalne
ce qui donne un total de 96 éléves dont il a la charge pendant 22 périodes/semaine.
Combien d'éléves a-t-il "en moyenne” devant lui par période ?

SOLUTION 1*
96 éléves pendant 22 périodes/semaine. Donc 96/22 ~ 4.

SOLUTION 2.
96 ¢léves répartis en 5 classes. Done 96/5 ~ 19.

SOLUTION 3

25 éléves pendant 5 périodes, ...
Donc 25 x5 + 24 x4 + 27T x5 + 17 x6 + 3 x 2 ~ 21
- 5+ 4 +5 4+ 6 + 2 |

SOLUTION 4

Cette derniére valeur ne me satisfait pas, se dit M. PROFDEMAT, car je constate que pendant
8 périodes, j'ai devant moi moins de 21 éleves, mais que pendant 14 périodes, je m'en occupe
de plus de 21, et méme plus de 24. Je considére donc que le seul nombre traduisant ma réalité
quotidienne est 24 car il y a 11 périodes pendant lesquelles j'ai devant moi au plus 24 élévés et
11 périodes pendant lesquelles ils sont au moins 24.

SOLUTION 5

* Plusieurs des solutions présentées ont éié formulées par des éléves & qui la situation avait i€ proposée.
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Le chef d'établissement n'est pas du tout d'accord. Pour lui, M. PROFDEMAT a en moyenne
10 éléves : son établissement compte 600 éléves et 60 professeurs.

SOLUTION 6

Le ministre de 'enseignement de la Communauté Francaise pourrait, lui aussi, avoir un autre
avis : les 96 éléves de M. PROFDEMAT ont, de par leurs options différentes, 16 professeurs
qui les prennent en charge.

Dongc, la moyenne par professeur est de 96/16 ~ 6 €léves.

Ly Ao
en croie les ministres Mahoux et
Lebrun, secondés par les professeurs

Daschamps et Martou, fenseignement bel-
ge souffrirait dune effroyable boulimie f
nanciére. Cetle affrmation s appuye, nous
ditan, surfes comparatsons imternaionales
de FOCDE. Devant les arguments chiffrés
des autontss poliiques el scientifigues, le
cRoyen #'a plus qu'a se taire... ou & etudier
a son tour fes docurments de FOCDE (1),

La Belgique consacre 5,4 % de son PIB 3 -

lensignement. {'ensemble- des pays de
POCDE dépense 5.2 %. Nous sommes
donr & peine au-dessus de la moyenne. Les”
speciaistes de Fantifinancement preférent
dés lors comparer notre pays 4 = 12 moyen-
Qeoq; ses voising directs », quf est de
50%.

Mais voyons le déiant : France 5,4 %, Grarr
defretagne 5,3 %, PaysBas 5,6 % Le
pays qu 4 i seul fait chirter i3 moyerne,
c'est FAllernagne avec 4 %. On omet cepen-
dant de nous préciser que Fenseignement
alfemand jowt d'un important fnancement
privé, provenant directement des enirepri-
ses, et qui s'dléve 4 1,5 % dv PIB. Blackout
également sur fes 6,7 % du Capada ou les
5,8 % de la Norvége.

Un coiit par éleve
pourtant trés bas

Voila pour ce que cotte fenseignernent 3 13
rakion. 51 on va woir ce que a Belgigie
dépense par dléve-éludiant, nous tombons
carrément lpin endessous de la mayeme

CDE. L’Etat belge ne dépense gue
4.003 8 par dlaye conire 4.716 S pour
lensemble de FOCDE @ s'agit de dollars
« parts de pouvoir dachat = ou « PPA », quf
tiennent compte de la différence du codt de
Ia viel. En clair : les moyens matérials que
notre pays consacre & {‘éducalion de cha
que enfamt sont infériewrs de 15 % & ceux
das auires pays de 'OCDE.

Si e codt par éléve est si bas, alors cor-
ment expliguer que le catit giobal soif assez
glevé 7 La réponse est d'une logique mathe-

R

9/1/95.
Trop cher,
notre
enseignement ?

- Comparons...

matigue 1y a, proportiofneflement, davar-
tage d'éléves dans notre pays. Pourguol 7

Au cours des amnges 50-70, en pleine
croissance dconomique, le palronat récle-
mait upe maindceuvwre de plus en plus
nombreuse et de plus en plus qualdiée. .
Pour faire face a f2 quantits, on a invitd fes
femmas 3 lravailler, donc & meilre les
Jeunes enfants 3 fécole maternelle. Pour
faire face a /3 qualité, on 3 invité files et
gargons 3 poursuivre leurs dlisdes fe plus
longtemps possible. Afm de fas y aidfer, on a
Introduit Fensejgnement rénove, 'écale se-
condaire s'est ouverte aux enfants do pew-
ple. Celte démocratisation de Fenseigne-
ment & eu lidu dans tous jes pays, mais elie
g rarement été conduite dune fagon aussi
déterminée gua chez nous.

Aclueliorment, 35 % des jeunes Belges de
20 ans suivent fune oy fautre forme d'err
seignement supérieur, alors que la moyen-
ne OCDE n'est que de 15,7 % !Uine dewxié-
me cause du nombre glevé d'éléves, cest
fa faux de redoublement trés dieve en Belgh
gue. Ce poirt est souvent avance pour
souligner « linefficacité » de nofre enser
gnement. Mais m'oublions pas que le redow
blement a deux aspects : un aspect negatif
{Téchec] et un aspect positif {le fait d'avair
une secorde chamcel

Dans Iz comparaison avec les autres pays
do FOCDE, Faspect positif est fe plus impor-
tant. En effet, ces. autres pays praliguent
généraloment un systéme de sélection
beavcoup plus dracomien, ot Féchee scolak
re est immédiatement sanctionné par une

« rdorientation » vers fenseignement pro-
fassionnel, par exemple.

Deux choix,
des choix de société

Bref. notre enseignement belge ost finafe-
ment assez démocratique comparé 3 d'au-
tres pays. C'est la défense de cet acquisi
qui est au cenlre oy débat sur fa_ refinance-
ment. Deux choix s'opposent, dewns. choix
de sociéte, Dun coid loplion de plier sous
fa deuble pressk: = cortraintes budgé-
taires » et de «ladéquation de Fengeigne-
ment aux besoins das entreprises ». Elle
ravient 3 exclure d'embide de fécole 20 %
de jeunes qui Rauront jamais besoin de
gualifications {chdmeurs ot petits boulots)
et de higrarchiser fortement i3 formation
des autres. Les movens Stratégiques pour
réaliser cette oplion sont [autonomie des
dcoles, les regroupements {éconormies
d'écheliel et la seleciion renforgés.

{ autre option, c'ast celle de técole démo-
cratigue. Cela veut dire. penser lécola com-
me un ilnstrument apportant 3-fous les
Jjetmes 8 maximum de connaissances et de
savoirfaire; un instrument qui apprénne &
chacun 2 réfidchir avec sa propre t8le, &
camprendre les enjeux politiques, technofo-
giques of sociaux de notre monde. Ici, le
maoyen stratésique, c’est de refinancer fen-
seignament dune centaine de milliards, an
puisant par exemple dans Jes 7,000 mit
fiards du patrimoine détenus par 1 % de la
popuiation. O dans les 700 miliards de
béndfices des entreprises.

Utopique 7 ST est utopique de faire passer
linstruction de I2 jeunesse avart lintérét
d'une poignde de nantis, alors £ est peut-
&tre temps de changer de socidis, non 7
GEQRGES MOREAU

e
-3

Recponsable du sectour shasignement
au Parti du Travaii da Belgique

{1} Source - « Regards sur Fédcation », les infcataws de
FOCDE, Pans 19932,

Los interides sont de f2 rdgaclion.
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Sit 1.2 - La meilleure classe

M. PROFDEMAT souhaite comparer les performances de deux classes paralléles A et B. Pour
ce faire, il a calculé la moyenne des cotes des deux classes et a trouvé 11,25 / 20 pour A et
9,75 / 20 pour B. La réponse a Ia question de savoir quelle est la meilleure classe semble claire.

Cependant, en contmuant de consulter son cahier de cotes, il constate quil a la situation sui-
vante : .
Classe A : 15 éléves ont 9/20, 5 €léves ont 18/20. La moyenne est donc bien de 11,25 mais les

3/4 des éléves sont en échec.
Classe B : 15 éléves ont 12/20, 5 éléves ont 3/20. Done une moyenne de 9,75, mais les 3/4 des
éléves ont une cote satisfaisante de 12.

Questions :

- Etes-vous toujours convaincu que la classe A soit la meilleure ? - Peut-on étre certain que les
éléves qui ont 18/20 en A soient meilleurs que les éléves qui ont 12/20 en B ?

- La réponse a la question qui précede dépend-elle du fait que ce soit le meme professeur dans
les deux classes ou qu'il s'agisse de deux professeurs différents ?

- Peut-on a partir de telles données faire des pronostics sur les succes ultérieurs des éléves ?-

Etc.

Sit 1.3 - Combien vais-je gaguner ?
isidore, répondant a une offre d'emploi, s'informe sur le montant de ses rémunérations.

Dans notre petlte entreprise de vente en porte & porte, lui répond-on, le salaire moyen est de
1500 euros/mois’. Bien entendu, au début, le temps pour vous de vous former, vous ne gagne-
rez guére que 400 euros, mais croyez bien que ce ne sera que momentané.

Apres quelques temps, Isidore commence & s'inquiéter car il & interrogé les autres démarcheurs
qui lui ont avoué ne gagner que 500 euros. Le patron a-t-il menti 3 Isidore?

Ce dernier a par ailleurs mené sa petite enquéte qui lui a permis d'apprendre les choses suivan-
tes :

Salaire du patron : 12 000 euros

Salaire du sous-directeur - 5 000 euros

Salaire des acheteurs : 1250 euros. Ils sont 6.
Salaire des chefs de secteur : 1 000 euros. 1ils sont 5.
Salaire des autres : . 500 euros. Is sont 190.

Salaire moyen de ces 23 personnes :

12000 + 5000 + 1250 x 6 + 1000 x 5 + 500 x 10

23
Se disant qu'il s'est fait posséder avec cette idée de moyenne, Isidore s'interroge : quelle infor-
mation sur les salaires aurait-il dii demander pour éviter de se faire piéger. S'inspirant des ré-

= 1500

* Un euro vaut 40,3399 francs belges.
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flexions de M. PROFDEMAT (solution 4 du §1), il se dit qu'il y a dans l'entreprise 12 person-
nes qui gagnent au plus 1000 euros/mois et 11 personnes qui gagnent plus. Le salaire médian
de ces 23 personnes est donc de 1000 euros/mois. C'est déja mieux que le salaire moyen, mais
c'est encore assez éloigné de la réalité.

Continuant de réfléchir, Isidore se dit que s'il avait demandé ce que "la plupart des gens" ga-
gnent, il aurait probablement eu une réponse adéquate. A moins, pense-i-il encore, qu'on ait
interprété de travers l'expression "la plupart des gens”. Aussi reformule-t-il la question qu'il
poserait si c'était A refaire : quel est le salaire mensuel de la catégorie du personnel ou il y a le
plus grand nombre de personnes ?

Cette valeur est le mode de la série statistique.

Sit 1.4 - Une autre valeur centrale.

Situation 4a
Une action est émise au prix de 100 euros. Un an plus tard elle se négocie a 180 euros, et
aprés la deuxiéme année, a 162 euros.
Quel en est le coefficlent d'accroissement annuel moyen ?

SOLUTION 1

De 1 a 2, le taux d'augmentation a été de 80%;

de 2 4 3, il y a eu une diminution de 10%, soit un taux de -10%.
Movyenne annuelle : (80 - 10)/2 =35. Donc 35% .

Vérification ; 100 + 35% de 100 = 135, 135 + 35% de 135 = 182,25,
On devrait avoir 162 !

SOLUTION 2

En deux ans l'accroissement a été de 62%.

Donc moyenne annuelle : 31% ?

Vérification : 100 +31% de 100 = 131. 131 +31% de 131 = 171,61...
Autrement dit : 100x1,31x1,31 =171,61... Encore raté !

SOLUTION 3

De 1 a2, le coefficient est de 1,8 car 100x1,8 = 180.
De 2 4 3, le coefficient est de 0,9 car 180x0,9 = 162.
Moyenne de 1,8 et 0,9 : 1,35.

Vérification : voir 1ére solution.

SOLUTION 4

Les coefficients annuels sont 1,8 et 0,9 et leur prodmt est 1,62. Ceci indique qu'on est dans une
structure multiplicative et non addltlve. Le probléme est donc de trouver deux nombres égaux
{un seul nombre, donc en fait) dont le produit (le carré) est 1,62. Ce nombre ne peut €tre que
J1,62 . 1l s'agit de la moyenne géométrique des deux nombres donnés (Voir B : Définitions et
formules).
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Situation 4b
On reprend les données de Sit 4a et on en ajoute quelques-unes :
Prix & I'émission : 100 euros; valeur aprés 1 an, 180 euros; valeur aprés 2 ans, 162 euros, va-
leur aprés 3 ans, 243 euros; etc.
Quel est le taux d'accroissement annuel moyen ?

Sit 1.5 - Encore une autre valeur centrale

Situation 52 : un probléme classique :
La vitesse movenne d'un mobile parcourant un espace donné en un temps donné est la vitesse
constante qui permettrait de parcourir la méme distance dans le méme laps de temps.
Un TGV roule pendant 1 heure a la vitesse (moyenne, ou supposée constante) de 100 km/h,
puis pendant 1 heure 4 la vitesse de 200 km/h . Quelle distance a-t-il parcourue ? Quelle est sa
vitesse moyenne sur ce parcours ?
Et s'il roule 1h 4 100 km/h puis 2h 4 200 km/h ?
Et s'il roule 3h & 100 km/h puis 2h 4 200 kmm/h et enfin 1h 4 300 km/h ?

Situation 5b : une variante un peu différente
Un TGV va de A vers B 4 la vitesse moyenne de 100 km/h et revient a la vitesse de 200 km/h.
Quelle est sa vitesse moyenne sur le trajet ABA (on a arrété le chrono pendant un éventuel
arrét en B) ?

SOLUTION 1

Moyenne arithmétique de 100 km/h et de 200 km/h : 150 kn/h.

Vérification : supposons que la distance |AB] soit de 100 km. Le trajet [AB] aura dure 1 heure
ou 60 minutes et le trajet [BA] 1/2 heure ou 30 minutes; si les deux trajets avaient été effectués

4 vitesse constante, chacun aurait duré 45 minutes (soit ((60 + 30)/2) ce qui donne une vitesse

moyenne de 100/(3/4) km/h, soit 133,33... km/h. On avait trouve 150. ... Caramba |

Esi-ce la distance supposée de 100 km qui est I'élément parasite qui introduit l'erreur ? Pour le

savoir, réessayer le calcul avec une distance de 200-ou de 300 km, par exemple. La distance a-

t-elle de l'importance ?

Par quelle formule trouver la bonne réponse (133/33...) 4 partir des nombres 100 et 200 ?

SOLUTION 2
La méthode utilisée pour la vérification et le constat que la distance n'a pas d’unportance nous
fournissent une autre approche.
La durée du trajet aller est de [AB|/100 et celle du retour est de |AB|/200.
Comme dans la vérification, la durée d'un trajet parcouru a la vitesse moyenne recherchée est la
moyenne des durées des trajets. Donc,

1 |BB - |pBL

Durée d'un trajet a vit. moyenne = —(— + —Ji
2 100 200
Si on appelle x cette vitesse moyenne recherchée, la durée d'un trajet 4 la wtesse x est don-
née par la formule |AB}/x . La formule encadrée ci-dessus devient donc
lEl = — (J_.}}_'il. + E.Bl_)
X 2 100 200
Aprés simplification par |[AB| (on revoit autrement que la distance n'a pas d'importance) et
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transformation élémentaire, on a :

* T 11 1

2 100 200 |
La valeur ainsi trouvée porte le nom de moyenne harmonigue des deux nombres donnés (Voir
B : Définitions et formules).

" B. Définitions et formules

Quelques définitions générales et symboles avant d'écrire les formules :
- population : ensemble des individus (personnes ou objets) pour lesquels une {des) caracté-
ristique(s) (numérique(s) on non) aont) été relevée(s).
- effectif (n) : nombre d'individus de la population.
- si plusieurs individus sont caractérisés par une méme valeur ou sont regroupés dans une
méme classe (caractérisée par sa valeur centrale, par exemple), la répétition (m;) est le nombre
d'individus caractérisés par la valeur x; ou regroupés dans la i-éme classe. Il n'est pas rare que k
représente le’nombre de classes ou de valeurs différentes.
- la fréquendce () d'une valeur ou dune classe est sa répétition divisée par l'effectif. En sym-
boles : f; =ny/n . ‘

1. Le mode

Le mode (M) est la valeur de la classe la plus peuplée. Sl s'agit d'un caractére discret,
le mode est 1a valeur de la variable correspondant & cette classe, et dans le cas d'un caractere
continu, c'est le centre de cette classe.

A proprement parler, le mode ne se calcule pas : on le repére sur un tableau groupé ou
a partir d'un diagramme en batonnets, par exemple. Ce n'est pas nécessairement une valeur
centrale. Dans une gamme d'articles d'un certain type, il se peut que le produit le moins cher
soit le plus vendu. Le prix de ce produit sera le mode de la série des prix de cette gamme d'ar-
ticles.

Dans la situation 1.3, on a vu que cest le mode qui donne a meilleure réponse 4 la
question posée. Quel est le mode de l'ensemble des classes de M. PROFDEMAT de notre si-
tuation 1.1 ?

2. La médiane (M)

On verra plus loin, dans un cadre plus général (Ch.2, quartiles, -déciles, centiles), une
autre formulation de la définition de la médiane. En termes intuitifs, on dit généralement que la
médiane divise la population en deux sous-ensembles de méme cardinal. Encore faut-il que
I'effectif soit pair ! Autre difficulté : dans ce cas de parité de l'effectif, il existe une infinite de
valeurs qui partagent la population en deux. ' :
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Si ValPopl = {1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 10}, tous les points de I'ntervalle 15,6[ divisent ia po-
pulation en deux ! Quelle est donc la médiane ?

Aussi retient-on plus souvent une définition opératoire comme la suivante :

Si n=2p,la médiane est la moyenne anthmethue des p-iéme et (pt1)-iéme valeurs

Si n=2p+1, la médiane est la (p+1)-iéme valeur.

Dans I'exemple ci-dessus, la médiane de ValPopl est 5,5; si ValPop2 = {1, 2,3,4,5,6,
7, 8, 9}, sa médiane est 5.

A proprement parler, la médiane ne se calcule pas non plus : efle se repére & partir d'un
tableau ordonné ou d'un diagramme d'effectifs cumulés (voir plus loin).

La notion de medlane est apparue dans la solution 4 de la situation 1.1 et dans les ré-
flexions d'Isidore (31tuat10n 1.3). Quelle est la médiane de chacune des classes de M.
PROFDEMAT dans la situation 1.2 ?

3. Moyenne arithmétique (m)

L'idée sous-jacente & la notion de moyenne (arithmétique ou autre) est de simplifier une
situation donnée par n valeurs en remplagant ces n valeurs différentes par une valeur unique,
tout en maintenant le méme effet global.

Dans le cas de la moyenne arithmétique, l'effet global que T'on veut garder invariant
est la somme des valeurs. On gomme donc les singularités md1v1due11es en remplagant chaque
valeur par la somme des valeurs divisée par l'effectif. L'éléve qui a obtenu les cotes suivantes
(sur 10) : {2,4,8,2,7,4,8} a le méme total de 35 que s'il avait eu les cotes {5,5,5,5, 5,5,5}.

Cette définition est consignée par la formule de I'encadré.

moyenne arithmétique

X, + %X, + ... +

. X, 1 &
n = -l
I 5

n

Dans le cas, ot il y a seulement k valeurs x; qui se répétent respectivement n; fois, et
que donc ces valeurs ont une fréquence f = ni/n, cette formule devient :

1 k , k niXi k .
n

i=1 Coi=1 I i=1

On ne manquera pas d'observer que l'indice placé au-dessus du signe de sommation est
"n" dans le premier encadré cas et "k" dans l'autre.

La moyenne arithmétique (m) est une valeur centrale de la population considérée, en
ce sens que la somme (algébrique) des écarts par rapport 4 cette moyenne est nulle. Ceci est

¢ Voir introduction, page 3.
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une conséquence immédiate de l'invariant de Ecarts par rapport 2 la moyenne
la substitution des valeurs : si on remplace

quelque part 2 par 5, la somme des valeurs a 1;
augmenté de 3; pour conserver la somme, il 6 o Valeurs
faut diminuer de 3 unités en tout une ou plu- 41 § Moyenne
5]
Q

sieurs autres valeurs. Cette propriété est
clairement illustrée par le graphique.

4. Moyenne géométrique et moyenne harmonique.

Ces deux notions ne font normalement pas partie d'un enseignement élémentaire de la
statistique. Parce qu'on peut les rencontrer (Situations 1.4 et 1.5), on peut juger quil est bon
de savoir quiil existe d'autres valeurs centrales que la moyenne arithmétique et la médiane. Sauf
exception, quand on parle de moyenne (sans autre qualification), c'est toujours de moyenne
arithmétique qu'il s'agit. '

Dans les situations ou c'est la structure multiplicative des valeurs qui est importante,
l'effet global qu'on veut conserver est le produit des valeurs. La moyenne géométrigue, c'est-
a-dire le nombre qui va remplacer toutes les valeurs sera bien sir la racine n-iéme du produit
des valeurs. D'ou la formule :

moyenne géométrique = #xl 2K e ... o X (xs = 0)

nf

La moyenne harmonique est d'application dans les situations ol la structure du pro-
bléme est en 1/x, c'est-a-dire ol la variable liée est inversement p_roportionnellc a la variable
libre. L'effet global a conserver est ici plus difficile a exprimer. On se contentera donc de la
formule :

1

moyenne harmonidque T 1 1 _ 1
=+ =+ ... F )
n x, X, X

Remarque

On a dit dans l'introduction que I'approche statistique d'une situation se fait toujours
dans un contexte et avec un projet. Ce sont ces éléments, non la technique statistique, qui font
juger qu'une des notions rencontrees (mode, médiane, moyenne) est la plus adaptée a l'analyse -
qu'on veut faire de la situation.

Ainsi par exemple, dans la situation 1.1, le contexte est le fait que les pouvoirs publics
ont, pour des raisons budgétaires, diminu¢ l'encadrement des éléves et de ce fait alourdi la té-
che des professeurs en arguant par ailleurs que lencadrement belge des éléves était tellement
favorable que quelques restrictions ne pourraient nuire a la qualité de I'enseignement; le projet
est de donner une estimation valable de la lourdeur de la téche des professeurs en réfutant des
argumentations spécieuses. L'analyse proposée ne tranche pas la question de savoir si c'est la
moyenne (solution 3) ou la médiane (solution 4) qui est le meilleur indicateur du poids de Ia
tache des professeurs.’
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C. Péle-méle, des Ex’

Ex 1.1 - Le pére de Sébastien n'est pas conient du résultat du dernier contrdle de son
rejeton. Mais argumente ce dernier, j'ai tout de méme une moyenne de 12. Sachant que Sébas-
tien a passé 5 controles et que les résultats des 4 premiers ont été 13, 10, 16, 14, quelle est la
cote du dernier travail ?

Ex 1.2 - Fabienne rentre chez elle avec une copie cotée 11/20. Comme elle a d'habitude
de meilleurs résultats, ses parents demandent des explications. Fabienne argue de la difficulté
des questions et de la sévérité de la correction du professeur; ses parents restent sceptiques.
Pour les convaincre, elle ajoute : avec ce 11/20, je suis encore dans la premiére moitié de la
classe. A quelle notion statistique fait appel cette argumentation ?

Ex 1.3 - Dans une classe de 21 éléves, 20 éléves ont participé & un contrdle dont les ré-
sultats ont été {7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 16, 15, 14, 13, 12, 11, 10, 9, 8}. La
moyenne de ces cotes est de 12. Le lendemain, 1'él¢éve absent, Jojo Kicetu est interroge a son
tour et il obtient 20. La moyenne de ce deuxiéme contrdle est donc de 20. La cote de 16,
moyenne des deux jours ((12 + 20)/2) représente-t-elle la moyenne de la classe ?

Combien d'autres Jojo Kicetu faudratt-il adjoindre a cette classe pour que la moyenne soit ef-
fectivement de 16 7

Ex 1.4 - Reprenons notre situation 1.3 et apportons-y de légéres variations en divisant
par deux le salaire du patron et du sous-directeur. On aura donc :

Salaire du patron : 6 000 euros

Salaire du sous-directeur : 2 500 euros

Salaire des acheteurs : 1 250 euros. 1ls sont 6.
Salaire des chefs de secteur : 1 000 euros. Ils sont 5.
Salaire des autres : 500 euros. 1ls sont 10.

Quelles sont la moyenne, la médiane et le mode de cette nouvelle donnée ? Comparer avec ce
qu'on avait trouvé précédemment.

Ex 1.5 - Vous avez bien compris les précisions de vocabulaire données en B ? Quelle
- est donc la population de la situation 1.1 7

Ex 1.6™ - Dans une université, on a voulu savoir si la sélection était "sexiste”, et on a
comparé les résultats d'un groupe. d'étudiants. Les proportions de réussites sont les suivants :
Hommes : 534 /1198 = 0,446
Femmes : 113 /449 = 0,252.
On pense pouvoir conclure au "sexisme”.
Cependant, on dispose aussi des résultats par départements :

Département A Département B
Hommes 512/825 =0,621 22/373 = 0,059
Femmes 89/108 =0,824 24 /341 = 0,070

Le "sexisme" semble toujours bien 13, mais ... dans l'autre sens !

" Le signe "Ex", emprunté a Papy, peut désigner un exemple, un exercice, un excursus, ...
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Cette curiosité est connue sous le nom de paradoxe de Simpson. Elle peut avoir des
conséquences non négligeables si, par exemple, les mesures effectuées concernaient deux types
de médicaments qui auraient été testés par deux équipes différentes ayant travaillé indépen-
damment 'une de l'autre. La conclusion aurait pu étre que le médicament 2 était plus perfor-
mant que le médicament 1. Si au lieu de deux études, on n'en avait fait qu'une en regroupant
toutes les observations, on serait arrivé a la conclusion opposée. La maitrise stafistique d'une
situation, c'est décidément plus difficile que quelques graphiques et quelques moyennes !

Ex 1.7 - Les statistiques ne me concernent pas.
Voici un relevé des résultats de quelques éléves dans trois classes paralléles; pour chacune, on
vous donne la cote moyenne.

Classe A Classe B Classe C
Moyenne : 15 Moyenne : 13 Moyenne : 9
Jean 15 : Fabierne 13 René 15
Emilie 16 Claude 16 Jeanne 12

Magali 12 Marc 12 Frangois 8

Que pensez-vous des affirmations suivantes :
- Magali a 12, mais elle est en dessous de la moyenne.
- Jeanne a 12"aussi, mais le professeur de cette classe est particuliérement sévére.
- Le professeur de A jette les points a la téie des éléves.
- La classe B est meilleure que la classe C.
- La classe C est vraiment trés mauvaise.
- René est trés intelligent.
- 11 est plus difficile pour Fabienne d'obtenir 13 que pour Emilie d'obtenir 16.
- Le professeur de C est moins bon que celui de A.
- Le professeur de C est meilleur que celui de A.
-~ Etc.

Ex 1.8 - Comment faire fabriquer 10 000 pantalons ?

Vous €tes responsable d'un atelier de confection et on vous a commandé 10 000 pantalons,
tous du méme modéle et réalisés dans le méme tissu, mais bien siir pas tous de la méme taille.
Vous décidez d'organiser votre atelier en deux équipes : une qui réalisera les petites tailles, et
l'autre les grandes. Une étude statistique vous donne pour chagque taille, le métrage nécessaire a
sa réalisation et le nombre d'unités vendues dans toute une série de magasins. Quelles sont les
valeurs centrales qui vous seront nécessaires pour commander votre tissu, répartir la tdche
entre les deux dquipes et décider de la taille qu'auront les pantalons réalisés avec le surplus
éventuel de tissu ?

SOLUTION : on calcule le métrage moyen pour réaliser un pantalon. On trouve par exemple
1,57m. On devrait donc commander 15 700m de tissu. Le conditionnement de ce tissu fait
qu'on doit commander 16 000m. En supposant que le temps de fabrication est pratiquement le
méme pour toutes les tailles, c'est la médiane qui sera utilisée pour répartir le travail de ma-
niére que les deux équipes aient le méme nombre de piéces a confectionner. Enfin, puisqu'il
reste du tissu, avec le reliquat on confectionnera des pantalons de la taille modale, c'est-a-
dire la plus vendue.
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Ch, 2 : Les indices de dj_snersion

Ot peut-on éire mieux ...
qu'au sein de la "bonne moyenne” ?
dicton belge.

A. Situations

Sit 2.1.1 - Bonnes vacances

Alice et Béatrice ont pris des vacances dans un endroit de réve : des conditions de vie trés pro-
ches de la nature (comprenez entre autres : logement sous tente), mille et une possibilités d'ac-
tivités sportives, de loisir, de détente, ..., le tout 3 un prix intéressant. Le prospectus annonce,
pour la période envisagée, une température moyenne de 25°C et une brise légére.

Alice est revenue enchantée de ses vacances, Béatrice trés mécontente : un gros thume, des
mauvaises nuits fréquentes, des maux de téte,... lui ont giché son séjour.

C'est que, alors que Béatrice, ayant Iu trés superficiellement le prospectus, ne s'était équipée
que de vétements d'été, Alice au contraire avait lu que sur une journée, les écarts de tempéra-
ture pouvaient étre importants et que notamment, les nuits étaient plutdt fraiches. Elle avait
donc "encombré” ses bagages de jeans et de "petites laines" qui lui ont permis de bien dormir et
de ne pas frissonner 4 la soirée et au petit matin.

Sit 2.1.2 - Le restaurant scolaire

Tout au long d'une année, on a fait des relevés statistiques d'un restaurant scolaire et on a
trouvé qu'on servait en moyenne 100 repas complets par jour de fonctionnement du restaurant
(4 jours- par semaine), et que chaque repas comportait 300g de pommes de terre®.
Ces données suffisent-elles 4 'économe pour faire des achats hebdomadaires raisonnables. de
pommes de terre ?

8it 2.1.3 - Achat ou leasing ?

Au moment de renouveler sa voiture, M. X songe 4 un leasing plutdt qu'a un achat. Ayant dé-
terminé son cahier des charges, (type de voiture, niveau de confort, accessoires, ...), il s'adresse
a plusieurs sociétés de location qui lui remettent des devis avec différentes optlons”.

- Option "tout compris” : le client paie un forfait mensuel qui couvre tout sauf le carburant.
- Option "forfait de base” : le client paie un forfait mensuel (moindre que dans le "tout com-
pris”), mais, en plus du carburant, il prend en charge les entretiens ordinaires prévus par le car-
net d'entretien. :
M. X se dit que le "tout compris" est probablement basé sur un kilométrage supérieur a celui
quil fait d'habitude et sur une fagon de conduire plus "musclée" que la sienne qui est trés

® Ces données sont invenides.
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"cool". Il songe donc a la formule "forfait de base".

Pour évaluer son cofit réel total, M. X demande & chaque société de lui dire quelle est la
moyenne des frais d'entretien par véhicule pour les deux derniéres années. {On suppose que les
mod¢les n'ont guére évolué durant ce laps de temps et que chaque firme fonde ses statistiques
sur une flotte suffisamment nombreuse).

La firme A répond que cette moyenne est de 11 000 F (272,68 €) par an. La firme B dit qu'a
part 2 ou 3 exceptions sur 800 véhicules, ces frais se situent dans une fourchette de 10 000 &
14 000 F (247,89 a 347,05 €) par an, avec une moyenne de 11 700 F (290,04€). M. X de-
mande alors ces précisions & la firme A qui lui renseigne une fourchette de 8 500 & 20 000 F
(210,71 a 495,79€) par an.

Vos commentaires ?

Sit 2.1.4 - Encore des cahiers de cotes

1l est vrai que dans la vie courante, 'outil statistique n'est pratiquement jomais utilisé que
pour analyser des données qui ont été fournies ou récoltées par ailleurs. On a cependant jugé utile de
glisser dans la série de situntions-problémes ou d'exercices un probléme de construction de données.
Ceci est fait dans la conviction que la confrontation (trés limitée) avec une construction & Jaire permet
de miewx déchiffrer une construction terminée : une personne qui s'est essavée a barbouiller quelques
toiles lit probablement micux une ceuvre picturale; un bricoleur qui s'escrime a concevoir et & faire
Jonctionner des objets mécaniques apprécie sons doute davantage des objets tout faits. Ou encore : il
est probable que construire des résumés aide o live des résumés. '

Ici, on a jugé probable qu'un éléve qui a construit des ensembles de données saura mieux ce

que peuvent cacher (ou révéler) des données plus synthétiques comme celles que proposent les deux
personnages imaginés,

M. Profdematix, qui enseigne 4 I'école X, rencontre son collégue et ami M. Profdematy
qui enseigne, lui, a I'école Saint-Y. Hs ont chacun 3 classes paralléles de 3e de l'enseignement
général. Comme si c'était fait exprés pour la facilité d'un exercice scolaire, chacune de ces clas-
ses comprend 20 éléves.

Dans leur conversation, ils échangent leurs impressions sur leurs classes, et M. Profdematix
donne les renseignements suivants : dans ma classe Ax la moyenne est de 12 et tous les résul-
tats se situent dans la fourchette [10 , 14]; la classe Bx a aussi une moyenne de 12, mais la
fourchette est de [2, 20]; dans la classe Cx, la moyenne est toujours de 12, et & part deux élé-
ves qui ont 1'un 1720 et I'autre 19/20, les résultats se situent dans la fourchette [8 , 15].

M. Profdematy donne pour sa part les informations suivantes : dans la classe Ay, la médiane
est de 12 et la moitié des résultats appartient  I'intervalle [10 , 14]; la médiane de la classe By
est de 13 et la moitié des résultats appartient & I'intervalle [8 , 15]; dans la classe Cy, la mé-
diane est de 11 et 80% des résultats sont dans l'intervalle [ , 16].

Quelle est votre impression sur le profil de chacune des six classes proposées ? (11 pour-
rait étre intéressant de reprendre des questions comme celles qu'on a posées dans Sit 1.2).

Pourriez-vous remplir le cahier de cotes de ces deux professeurs de maniére que les in-
formations données soient exactes 7
Toutes les cotes sont supposées éire rapportées a un maximum de 20. Vous pouvez aussi
ajouter des hypotheses ou des contraintes. Par exemple, que les cotes sont toutes des nombres
entiers. Vous pouvez encore essayer de remplir le tableau avec des résultats aussi favorables
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(ou aussi défavorables) que possible, tout en respectant les indications données. La comparai-

son de votre travail avec celui d'autres éléves sera vr_aisemblablement mstructive.

Une fois le tableau rempli, traduisez dans le langage de M. Profdematy les données

synthétiques de M. Profdematix, et réciproguement.

Eecole X Ecole Saint-Y
,M‘ Prpfdematix M. Profdematy
Ax Bx Cx Ay By Cy

a a
b b
¢ C
d d
e e
f f
£ g
b b
i i
i i
k k
i 1
m m
n n
0 o
: P
9 9
r r
% s
t t
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Sit 2.1.5 - Concours interscolaire

Pour un concours interscolaire, telle classe doit présenter un participant. Deux éléves ont &é
retenus dans une présélection; voici leurs résultats aux épreuves d'une période {cotées sur 10) :
Bleve A:1,3,7,10,3,8,4,1,7, 6. '
Eléve B:4,6,5,5,6,4,4,6,5,5.

Comme vous pouvez le vérifier, pour chacun de ces deux éléves, la moyenne est de S et fa mé-
diane aussi.

Quel éléve choisiriez-vous pour représenter la classe ? Pourquoi ?

Nouvelle information : le premier tour du concours est organisé dans le but d'éliminer les can-
didats faibles (résultats inféricurs ou égaux a 3/10) plutét, par exemple, que de sélectionner des
"tétes de série™

En supposant que I'école souhaite surtout passer au moins un tour, confirmez-vous votre choix
ou souhaitez-vous le modifier 7

B. Définitions et formules

Les exemples proposés dans ce deuxiéme chapitre visent a faire apparaitre une idée im-
portante de 'analyse statistique des situations : dans certains cas, Ia seule donnée d'une va-
leur centrale (moyenne ou médiane) peut suffire & produire un résumé fiable d'une si-
tuation et 4 permetire des décisions valables s'y rappertant. Dans beaucoup d'autres cas,
cette seule information est insuffisante; elle doit étre complétée par des indications rela-
tives aux écarts par rapport i la valeur centrale. Ces indications sont connues sous le nom
d'indices de dispersion.

La situation 2.1.2 (le restaurant scolaire) peut étre prise pour un bon exemple de cas ot
des moyennes permettent a elles seules de prendre des décisions adéquates dans un contexte
donné et avec un projet donné. .

Les autres situations attirent au coniraire l'attention sur le fait que la négligence ou
l'ignorance des écarts par rapport a la valeur centrale peut causer des effets au moins désagréa-
bles.

Dans les situations présentées jusqu'a présent, nous avons utilisé & plusieurs reprises la
notion commune, trés simple, non technique, de "fourchette”. C'est & coup siir une indication
intéressante dans certains cas, en particulier quand cette fourchette est étroite. Elle renseigne
alors que les valeurs sont trés groupées autour de la valeur centrale et qu'on ne commet pas
une grosse erreur en attribuant fictivement a chaque individu cette valeur centrale.

Mais dans les autres cas, cet indicateur est trés pauvre, en particulier parce qu'il est trés
sensible 4 l'une ou l'autre valeur extréme. En fait, cet indicateur ne tient compte que de deux
données pour caractériser tout l'ensemble. Voici quelques exemples caricaturaux mettant en
évidence la signification de ces parametres.
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Sit 2,1.6 - Exemples caricaturaux

Dans tous ces exemples, le nombre d'éléves par classe est supposé suffisamment grand pour

que l'analyse statistique soit au moins un peu significative (au moins 20, par exemple) et les
cotes sont supposées rapportées a un maximum de 20.

Sit 2.1.6A

Tous les éléves ont des cotes qui vont de 18 & 20, sauf Mimi Lecancre qui a 0.

La fourchette est donc [0, 20].

Ou situeriez-vous la moyenne ?

Ou situeriez-vous la médiane ?

Si vous n'y voyez pas clair, créez donc l'un ou autre exemple qui réponde aux conditions.

Sit 2.1.6B

Tous les éléves ont des cotes qui vont de 0 & S, sauf Jojo Kicetu qui a 20.
Fourchette :

Moyenne :

Meédiane :

Sit 2.1.6C

Tous les éléves ont 12, sauf Mimi Iecancre qui a 4 et Jojo Kicetu qui a 20.
Fourchette .

Moyenne :

Meédiane :

Sit 2.1.6D

Une moitié des éléves a 4 et l'autre moitié a 20 (Le nombre d'éléves est un nombre pair). -
Fourchette :

Moyenne :

Médiane :

Les exemples A et B montrent que la seule fourchette peut étre une information d'inté-
rét pratiquement nul. La fourchette et une valeur centrale peuvent former ensemble une infor-
mation significative. Mais les exemples C ¢t D font apparaitre que deux ensembles de données
ayant des fourchettes et des valeurs centrales identiques peuvent avoir des profils trés diffé-
rents. Quel sens y a-t-il d'ailleurs & parler de valeurs centrales pour des situations comme
2.1.6D ot la population est composée de deux (ou plusieurs) sous-populations hétérogénes
entre elles. On pourrait bien siir construire d'autres exemples illustrant ces remarques. Sans
doute l'avez-vous d'ailleurs fait en remplissant le tableau de Sit 2.1.4. '

Essayons de trouver une solution statistique a ce probléme statistique; commencgons par
la moyenne.

Si nous cherchons la moyenne des écarts par rapport a la moyenne, nous allons bien siir
trouver 0, quelle que soit la dispersion, puisque, par une conséquence directe de la définition,
la somme des écarts par rapport a la moyenne est nulle (voir Ch.1, §3).
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Pour résoudre ce probléme, deux voies, au moins, sont possibles : se défaire dés signes

des écarts par rapport & la moyenne en prenant la valeur absolue de ces écarts; se défaire des
signes én les élevant au carré.

A premiére vue, c'est la méthode des valeurs absolues qui apparait la plus simple. Ce-
pendant, pour des raisons qu'on ne va pas développer ici parce que sans étre vraiment difficiles,
elles ne sont pas tout a fait élémentaires”, c'est la méthode des carrés qui a été retenue.

1. Variance (V) et Ecart-type (c)

On appelle variance (V) d'une population la moyenne des carrés des écarts par rapport
a la moyenne. En formules :

Ecarts par rapport a la moyenne : m - X
Carrés de ces &carts : (m - Xi)2

. A 13 2
Variance ou moyenne de ces carrés : V = — Y (m — xi) .

niz
1 Xk

ou encore ¢+ V. = -~ > (m- x.)z.n

N n i=: 1 1

Cette notion de variance a I'avantage sur la notion trés peu technique de "fourchette"
d'étre calculée 3 partir - ¢t donc de tenir compte - de toutes les valeurs de la population. Mais
le passage au carré a changé l'ordre de grandeur des données. On revient a l'ordre de grandeur
initial en prenant la racine carrée de la variance. :
Le résultat de cetie opération est 'écart-type (o). On a donc :

Ecart - type = +Variance
o = 4V

Dans un certain nombre de cas, l'idée "grand public” et peu précise de "bonne moyenne"
ou d"étre dans la moyenne" peut étre définie de fagon plus technique par un intervalle compre-
nant la moyenne, intervalle lui-méme défini par I'écart-type; par exemple : [m-c , mtc], ou
[m-26 , m+c], ou plus généralement [m -ac , m + bo] a et b étant deux nombres positifs "judi-
cieusement" choisis.

Remarque : sur le clavier de beaucoup de calculatrices ayant les fonctions statistiques,
on trouve les symboles G, et o, . La fonction o, correspond & 'écart-type ¢ défini ci-
dessus. Clest I'écart-type défini sur l'ensemble de la population. Dans les analyses d'échantil-
lons, on utilise I'écart-type G,.1 qui est la racine carrée de V,.1 calculé en remplagant 1/n par
1/(n-1) dans la formule ci-dessus’. Si la calculatrice n'a que le symbole o, il faut vérifier, par
consultation du mode d'emploi ou par un exemple simple, de quel écart-type il s'agit.

Exemple : soit la population {10, 15, 20} dont la moyenne est 15, G,=4,08..., O =5.

% Voir en annexe une justification du fait qu'on utilise. 6n ot Gq: Selon quion se référe 4 la populé:tion entiére ou 4 un de
ses échantillons.
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Dans le logiciel EXCEL, o, est donné par la fonction ECARTYPEP (avec un "P"
comme Population) tandis que G, est donné par ECARTYPE. On a de méme les fonctions

VAR et VAR.P pour la variance, selon que l'on se référe 4 un échantillon ou 4 la population
entiére.

On peut .aisé_inent calculer que, pour les données de Sit 2.1.5, I'écart-type des cotes de
I'éléve A est de 2,8... et celui des cotes de 'éléve B est de 0,77...

Si on vous dit qu'un quidam s'est noyé dans un étang dont la profondeur est , en moyenne, de 30 em,
IR ; . rs ;
allez-vous conclure que celte personne était suicidaire et s'2st couchée pour avoir une chance d'étre noyée ?

2. Quartiles, déciles, centiles

L'analyse d'une situation par le biais de la médiane peut etle aussi étre affinée. Rappe-
lons en bref que la médiane est la valeur qui divise la population en deux moitiés de méme ef-
fectif (2 une unité prés) : celle dont les valeurs sont inférieures ou égales a cette valeur médiane
et les autres.

Une idée assez simple - et bien utile - est de partager la population en trois, en quatre,
en p sous-ensembles. Pratiquement, il n'est pas rare qu'on divise en quatre (d'ot les quartiles),
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en dix (d'ou les déciles), en cent (d'ou les centiles'®); mais rien n'empéche quand cela s'avére
intéressant de répartir la population en p sous-ensembles (d'ou les a-quantiles, expression
dans laquelle o désigne une fraction de dénominateur p , inférieure a I'unité).

Comme ce fut le cas pour la moyenne, ces notions permettent d'exprimer de maniére
plus précise lidée naive de "bonne moyenne". Une définition plus technique de ces notions de
quertiles, déciles,... sera donnée en annexe'' en raison d'un certain nombre de difficultés qui y
sont rencontrées. Voyons-en la signification dans quelques situations.

Sit 2.2.1 - Un service de médecine scolaire a relevé la taille d'une population de 200
enfants de 8 ans. Tout le monde sera d'accord de dire gu'un enfant de cet dge qui mesure lm
est "petit", tandis qu'un autre qui mesure 1,7m est “srand". Ot placer la barre entre les "petits"
et les "grands" ? Une idée a premiére vue intéressante est d'utiliser la médiane : sont "petits" les
enfants dont la taille est inférieure ou égale i la médiane; les autres sont "grands”. On a ainst

50% de "petits" et 50% de "grands. Un tel classement est simple, mais il apparaitra souvent
totalement futile.

Tl o'en sera sans doute pas de méme de cette autre maniére de regrouper les individus de
la population : dans une premiére classe, les 25% d'enfants les plus petits, ceux donc dont la
taille est inférieure ou égale au premier quartile. La 2e classe est composée de ceux dont la
taille est comprise entre le premier et le troisiéme quartile; elle contient donc 50% de Veffectif.
Dans la troisiéme classe, ceux dont la taille est supérieure ou égale au troisiéme quartile. Des
dénominations habituelles indiquent I'utilité d'un tel classement :

1. les enfanis trop petits pour leur age.

2. les enfants dont la taille est "normale”.

3. les enfants trop grands pour leur &ge.

Le médecin qui examine des enfants de la premicre classe peut songer a d'éventuels cas de na-
nisme, ou plus généralement se poser des questions sur des raisons d'un retard de développe-
ment.

Sit 2.2;2 - Toujours dans le domaine médical, les protocoles d'analyses sanguines com-
portent habituellement des "valeurs de référence” qui déterminent un intervalle en dehors du-
quel il y a lieu de se poser des questions.

Sit 2.2.3 - Un étudiant désirant aller faire une partie de ses études aux Etats-Unis

d'Amérique doit présenter un examen d'anglais pour pouvoir &tre inscrit. Son résultat lui est
communiqué sous la forme suivante : 854 0 personnes ont présenté I'excmen; vous étes dans le

10 Certains disent "percentiles”, mais ce mot ne figure ni dans les dictionnairés frangais consultés, ni dans le correcteur

darthographe de ce traitement de texfe qui suggére de le remplacer par "perceptibles", "perceptives” ol "pressenties

U [ est cependant utile dattirer ici Tattention sur une cextaine confusion dans Ttilisation de ce vocabulaire. Les mots quat-
iiles, déciles, ... désignent tant6t les valeurs qui partagent la population, tant6t les sons-ensembles de cette population.
Ainsi on lit dans le Nouvean [arcusse Universel en deux volumes, de 1969 les définitions suivaies :

Décile : dixiéme partie d'un ensemble de données classées dans un ordre donné. o _

Onartile : chacune des valeurs que prend la variable lorsqu'on partage en quatre parties égales le nombre total des obser-
vations. : '

Dans o comexte statistique strict, c'est toujours de valeurs quiil sagit.
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septiéme intervalle interdécile. Pouvez-vous traduire ce renseignement dans des termes d'éva-
Juation scolaire qui nous sont plus familiers ? (Réponse en note de bas de page™).

Certains préférent notre systéme habituel de cotation en référence a un maximum absolu
(10, 20 ou 100 ou ...). Iis font valoir que le systéme d'information en référence au classement
dans un groupe, d'une part, est tributaire du groupe (qui peut &tre faible ou fort) et d'autre part
ne renseigne pas sur d'éventuels écarts importants (i y aurait par exemple une "cassure” entre
le 7e intervalle interdécile assez médiocre et le 8¢ déja assez fort). Les autres leur répondent
que d'une part la référence absolue est iltusoire (que signifie par exemple une maitrise parfaite
de l'anglais méritant la cote maximale ?) et d'autre part que si on limite l'utilisation de I'outil
statistique 4 son domaine de validité, c'est-a-dire en particulier en on ne considére que des po-
pulations & effectif important, les biaisages” signalés ne sont que peu voire trés peu probables
ou importants. En outre, la tendance des évaluateurs "de terrain” (les professeurs dans leurs
classes) 4 forcer les résultats pour qu'ils reproduisent des répartitions "normales”, c'est-a~dire
reproduisant des courbes en cloche, méme sur de petits effectifs, est un travers souvent dénon-
cé. Qui tranchera ? '

Ces notions vont permettre une autre approche de lidée de regroupement autour de la
valeur centrale. '

Ce qui intéresse un industriel, un artisan ou un commergant qui commande des piéces &
un fournisseur, c'est quun trés haut pourcentage des piéces fournies soit dans une fourchette
de tolérance autour de la valeur théorique précisée dans le cahier des charges : si par exemple,
le critére est le poids, tant les piéces trop légéres que les trop lourdes sont 4 rejeter. Si l'acqué-
reur soumet 2 I'examen un échantillonnage de piéces, la formulation des résultats de l'examen
en termes de moyenne et d'écart-type risque de ne pas &tre instructif. On a vu en effet que de
tels résumés identiques peuvent TeCOUVIir des situations différentes. Il ne sera donc pas rare
qu'on préfere des conclusions dlexamens en termes d'o-quantiles. Si on vous dit par exemple
que sur un ensemble de pommes qu'on a pesées, le premier décile est a 140g et le e décile 4
160g, vous comprenez que 80% des pommes pésent entre 140g et 160g™.

12 1 ¢ premier décile est la valenr sous laguelle se trouvent les 10% de participants qui ont eu les moing bons scores; ¢tc. Le
premier intervalle interdécile est composé des individus ayant eu un score inférieur au premier décile. Dorc notre é&tadiant,
atant dans le 7e décile, a fait mieux que 60% de Teffectif, soit micux que 5124 participants, mais moins bien que les parti-
cipants classés dans les 8e, Je et 10 intervailes interdéciles. Selon nos classements habituels out celui (celle) qui a le
meilleur score est premier (premiére), notre étudiant sait quil est an mieux 2563e, au pire 3416e (sur 8540).

13 { ¢ mot ne figure pas aux dictionnaires consuités et est refusé par le cotrecteur du traitement de texte; il est pourtant
d'usage courant dans ce contexte.

147] st sans doute bon de savoir que la "fiabilité industrielle” ordinaire est bien supérieure & ce quun amateur espére de sa
production. 9§ ou méme 99% de piéces réussies ne sont pas des scotes extraordinaires. Qu'on songe par exemple aux pié-

ces de monnaie qui doivent fonctionner dans toutes sortes de machines, y compris celles qui rendent 1a monnaie. Qu'on
songe anssi & la pureté des qubstances et an dosage des médicaments, ete. ...
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C. Péle-méle, des Ex

Ex 2.1 - Un atelier de mécanique commande 4 deux fournisseurs des cylindres d'acier
de 150mm de long. Le cahier des charges prévoit une tolérance inférieure 3 0,2mm. Les pices
non conformes, trop courtes ou trop longues, vont au rebut et sont donc une perte seche pour
l'atelier. Avant d'accepter les lots présentés, l'atelier procéde 4 un examen d'échantillons.
Fournisseur A : le premier décile est & 149,9mm, le 9e & 150,2mm.

Fournisseur B : le 6e centile est 4 149,8mm, le 94e a 150, 1mm.
Vos commentaires.

_ Ex 2.2 - Une des caractéristiques de I'approche statistique des situations est de gommer
les specificités individuelles, a-t-on dit dans lintroduction. Voici quelques exemples. On vous
demande de dire si I'approche statistique est judicieuse.

Ex 2.2a - Lors d'un rallye touristique, une des épreuves du parcours consiste a évaluer la dis-
tance qui sépare l'endroit ot on se trouve d'un autre endroit identifiable (ou d'évaluer la hau-
teur d'un arbre ou d'un batiment, ou le poids d'un objet, ou ...). Certaines équipes font la
‘moyenne de I'évaluation de chaque membre de I'équipe.

Ex 2.2b - Un instituteur remet a ses éléves une feuille sur laquelle est dessiné un quadrilatére
quelconque et demande & chacun de faire les mesures et les calculs nécessaires pour connaitre
l'aire de Ia figure. On devine qu'a la collecte des résultats, on observe des différences générale-

ment plus grandes que ce qu'on pourrait croire, Quel nombre prendre pour la mesure de cette
surface ?

Ex 2.2¢ - Un pése-personne (supposé mesurer avec la précision appropriée le poids des per-
sonnes) va mesurer mon poids 2 un moment donné et dans des circonstances données. Mais
qu'est-ce donc que mon poids ?

Ex 2.2d - Les éléves vont étre contents !

L'histoire se passe il y a quelques années quand on ne disposait que du télégramme pour en-
voyer des messages. Ceux qui ont connu cela savent que l'aspect peu performant du procédé
obligeait 3 utiliser le style "télégraphique".

Un professeur chargé d'organiser des vacances de neige a relevé les pointures des éléves qui
désirent louer des chaussures de ski. Un peu débordé dans son organisation, il a oublié d'en-
voyer & temps cette liste de pointures. En derniére minute, pour éviter un télégramme trés long
et trés coliteux, il fait ia moyenne des pointures et télégraphie le résultat de son calcul et le
nombre de paires de chaussures.

- Ex 2.3 - La fonction "Ecartype” du tableur Excel (version 5.0) donne l'écart-type G,...
tandis que "Ecartypep" donne oy Par quelle formule transformer o, en Cp OU réciproque-
ment ?
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Ch. 3 : Des techniques d'analyse des données
Un petit dessin vaut parfois mieux qu'un long discours.

- 1l est vrai que les outils informatiques dispensent aujourd'hui doans une large mesure
du travail fastidieux de mise en ordre et de présentation parlante des données. C'est une des
raisons pour lesquelles un cours de statistique ne peut plus étre concu comme cela a pu étre
le cas. Encore faut-il savoir imaginer quelle présentation choisir pour rendre les données
révélatrices (ou trompeuses). De plus, il est intéressant de savoir lire des donmées que d'au-
fres ont arrangées : leur présentation peut ne pas nous étre familiére. C'est pourquoi,
conformément & ce qui a déja été dit (introduction a Sit 2.1.4), il n'est pas inutile de s'escri-
mer a metire en forme des données brutes. Ce l'est d'autant moins qu'il existe quelques
moyens particulierement simples et faciles a mettre en eceuvre, ne requérant aucun appareil-
lage, qui permeitent une présentation synthétique.

A. Diagrammes en bétonnets

Sit 3.0 - Activité statistique

Madame Mateuze a divis€ sa classe en trois équipes, et a chacune d'elles, elle a confié
une tiche statistique.

L'équipe A regoit une caisse comprenant 46 tomates. On leur demande de Ies peser une
a une et de noter le poids en grammes. Voici le résultat de leurs travaux :
' 155 151 149 154 163 159 162 158 152 165
148 157 143 142 165 154 165 156 162 157
156 154 159 165 155 148 160 158 . 146 151 -
152 149 165 153 148 152 162 158 155 165
154 166 163 155 159 152 :

A l'équipe B, Madame Mateuze a demandé de mesurer en centimétres la taille d'un
groupe de 46 condisciples. Ils ont trouvé :
135 151 149 154 163 159 162 158 152 165
148 157 143 142 165 154 165 156 162 157
156 154 159 165 155 148 160 158 146 151
152 149 165 153 148 152 162 158 155 165
154 166 163 155 .159 152

L'équipe C a di chronométrer la course individuelle de 46 éléves et exprimer ses obser-
vattons en nombre {arrond:) de métres parcourus en 30 secondes. Leurs observations
155 151 149 154 163 159 162 158 152 165
148 157 143 142 165 154 165 156 162 157
156 154 159 165 155 148 160 158 146 151
152 149 165 153 148 152 162 158 155 165
154 166 163 155 159 152
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Pour ceux qui ne l'auraient pas remarqué, signalons que les trois tableaux de nombres
sont identiques ! On a voulu par cet artifice attirer l'attention sur le fait que quand on traite
mathématiquement des données numériques relatives a une situation concréte, on oublie (on
fait abstraction de) la signification réelle de ces données. Cette signification, mise en veilleuse
en quelque sorte, peut cependant étre réaciivée pour détecter des erreurs flagrantes. Si on vous
dit, par exemple, qu'on a mesuré le poids d'un certain nombre de personnes ordinaires (pas des
"sumo" japonais) et qu'on a trouvé 183 kilos comme poids moyen, il y a certainement une er-
reur quelque part.

Revenons a notre tableau de données, appelé tableau brut. 1! contient le résultat des
observations dans l'ordre ot elles ont été récoltées (ou dans un ordre quelconque). Si on tra-
vaille avec des outils informatiques, c'est ce tableau qui sera encodé. En toute hypothése, clest
la référence de base & partir de quoi commence le traitement des données.

Car ce qu'il y a de plus clair dans le tableau brut, c'est... qu'on n'y voit pas grand-chose,
surtout si I'effectif est important. Aussi, on va le "traiter" pour le rendre plus parlant.

- Deux maniéres de traiter les données,

i. La méthode "tiges-et-feuilles"

La méthode "tiges-et-feuilles" (en anglais "stem-and-leaf") permet d'arriver en une fois
et sans aucun appareillage, i une présentation trés parlante des données. Elle peut €tre mise en
Geuvre par une personne seule, mais ce sera sans doute plus confortable de travailler 3 deux
une qui lit les données du tableau brut, et I'autre qui les transcrit.

On commence par repérer dans le tableau brut le genre de nombres qu'on a : dans notre
exemple, des cent quarante, des cent cinquante, des cent soixante. On choisit les "tiges" (ici,
14, 15, 16) qu'on écrit en colonne. Puis au fur et 4 mesure de Ia lecture des nombres, on inscrit
le(s) chiffre(s) manquant(s), les "feuilles”, en face de la tige appropriée, de maniére qu'avec ces
conventions, chaque nombre du tableau brut apparaisse dans le nouveau tableau ainsi créé.
Pour que ce tableau soit en méme temps un outil graphique, il est essentiel de disposer les der-
niers chiffres inscrits 4 intervalles réguliers. Voici le résultat de ce travail

==

4

W O
NOo— oo
Wb W
L O N
“h GO Qo
[N I W B
L =3 O
o R GO

5 6 76495812328545292
6 5256 3

et i

Bien entendu, on peut penser que ce regroupement en trois classes est trop sommaire,
Pour remédier a cela, il suffit de subdiviser les tiges en prenant par exemple 14B, 14H, 15B,
13H, 16B, 161 Dans les classes marquées B les valeurs dont le chiffre qui suit la tige est O, 1,
2, 3 ou 4, dans les classes marquées H, les autres.

4B | 3 2

40| 9 8 8 6 9 8

15B| 14244123242

ISH| 5987676958285 7509
6B 3 2 2 0 2 3 ’ '
I6H| 5 5 5 5 5 5 6
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Une présentation un peu plus habillée pourrait-elle rendre ces données encore plus lisi-
bles ? On peut, par exemple numéroter les colonnes et tracer quelques lignes horizontales ou
verticales qui faciliteront le repérage’”. On peut méme rajouter une colonne dans laquelle on
écrira les répétitions pour avoir en une fois une présentation de type graphique et son expres-

sion chiffrée,

4B | 3 2 2
14H} 9 8 8 6 9 8 : | 6
1ISB|1 4 2 4 401 2 3 2 4 2 11
ISH| 5 98 7 67 6 95 8835 59 14
16B{3 2 2 0 23 6
I6H) 5 5 5 5 5/ 5 6 : 7
12 3 4 356 7 8 91I0[11 12131415

On voit immédiatement les avantages considérables de cette méthode qui produit A si
peu de frais une disposition graphique parlante, tout en gardant la trace de toutes les valeurs
individuelles du tableau brut. De ce fait, elle permet une vérification assez facile de la correc-
tion des données sur lesquelles on travaille. En outre, comme on le verra plus loin, cette dispo-
sition rend aisés des calculs comme celui de la moyenne ou de I'écart-type relatifs a des ta-
bleaux groupés (voir plus loin).

Bien siir, ici pas plus qu'ailleurs, il n'y a de miracle. Cette méthode monirera ses limites
si on veut par exemple étudier des populations importantes (plusieurs centaines ou plusieurs
milliers d'individus). Il est clair que pour de tels travaux des outils informatiques appropriés
sont indispensables. En outre, par ce procédé, on regroupe automatiquement les données dans
des classes basées sur l'expression des valeurs selon des nombres "ronds" darns le systéme
d'unités choisi pour exprimer les grandeurs étudiées. Dans un certain nombre de cas comme
notre exemple de référence cela peut étre tout a fait adéquat, mais cela peut aussi ne pas l'étre :
le sens du probléme pourrait imposer d'autres classes.

Si-on étudie par exemple des résultats scolaires exprimés sur un total de vingt, la mé-
thode "tiges-et-feuilles” regroupera au mieux les résultats en quatre classes : [0,5] , [5,10] ,
[10,15[ , [15,20]. Ce regroupement n'est sans doute pas trés significatif: on verra plus loin (§
C. Bétonnets et histogrammes, Sit 3.3), une autre fagon de constituer des classes, fagon da-
vantage liée a la maniére habituelle d'interpréter les résultats scolaires qu'a leur expression
arithmétique a vrai dire assez extrinséque.

Il n'est bien siir pas dit que parce que la méthode "tiges-et-feuilles" ne résout pas tout,
elle n'a pas d'intérét.

2. Le traitement classique

Méme si on ne dispose pas de programme spécialisé, avec un tableur (Excel ou Lotus
ou...), on peut déja faire pas mal de choses. Il est vrai cependant que cela demande parfois un
certain chipotage. Aussi il n'est pas siir qu'on pourra travailler de maniére confortable avec de
tels outils sur des populations dont l'effectif dépasse quelques dizaines.

** Dams ce document, on 2 essayé de rendre le document plus lisible en ayant recours & divers types de caractéres. Si on en
a les moyens, rien n'empéche d'utiliser aussi la couleur. '
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Un avantage de l'ordinateur sur la calculatrice (méme graphique) est qu'on garde la
trace, éventuellement imprimée, du tableau brut. On peut donc vérifier l'exactitude des données
enregistrées, et le cas échéant les corriger™.

Sauf exception, les exemples proposés dans ces feuilles peuvent étre pris en charge sans
équipement particulier.

Dans ce traitement classique, une premiére étape consiste généralement 3 classer les
données (le plus souvent) en ordre croissant. En théorie, rien de difficile 3 cela. En pratique,
tant en travail "a la main" qu'en utilisant un tableur, ce n'est simple que dans les cas élémentai-
res. Si I'effectif est grand (quelques milliers ou méme seulement quelques centaines), cela de-
vient vite une tiche fastidieuse oil la possibilité d'erreur n'est pas si réduite.

Griice au tableau ordonné ainsi produit, on repére facilement les valeurs extrémes (la
fourchette) et les répétitions, c'est-a-dire le nombre de fois que chaque valeur apparait. On
construit alors le tableau recensé dans lequel en regard des valeurs figurent leurs répétitions.

Le fastidieux passage par le ta- Sit 3.0
bleau ordonné peut étre évité par le re-
cours 2 la méthode traditionnelle qui Brut Ordonné Recensé
consiste 4 écrire les valeurs en colonne et 155 165 142| 156} | Val. | Rép.
4 inscrire un trait vertical & c6té d'elles au 151 155 1431 156 142 1
fur et & mesure qu'on les lit dans le ta- 149{ 148 146| 157 143 1
bleau brut. Généralement, pour faciliter la 154| 1601 1481 157 146 1
lecture des résultats de ce travail, on re- 1631 158 148] 158 148 3
groupe ces tirets par cing, le cinquiéme 159 146]{ 148 158 149 9
trait barrant les (uatre autres. 162 151 149 158 151 2
Outre quil est particuliérement igz ;4515- };? gg' - :gg -411
utile pour le calcul de la moyenne, le ta-
bleau recensé permet une premiére visua- 165 165 5L 159 154 4
lisation : le diagramme (des répétitions) 148 153 132) 160 155 4
en bitonnets : en abscisse, les valeurs, en 157] 148 | 152) 162 156 2
ordonnée, les répétitions - 143] 152 152] 162 157 2
1421 162 152 162 158 3
7 SiE 3.0 165 158]] 153] 1e3]] 159 3
6 154] 155 154) 163 160 1
> [ 165 165 154 165 162 3
: 1 N 156] 154]] 154] 165]] 163 2
; il T 1 162] 1e6]| 154] 1651 165 6
1 HHH L 157] 163 155] 165 166 1
Poioe Ty as s a7 e 154 159{} 155 165{ [EfF 46

° Quand les données sont nombreuses et quiil est particuliérement important de ne travailler que sur des données certaines,
la vérification se fait souvent par la technique du double (voire du triple) encodage. Deux (trois) persomnes encodent les
données de maniére indépendante. Un (petit) programme informatique compare les fichiers de données et signale les diffé-
rences. On apporte alors les corrections nécessaires 4 partir des renseignements de base. Bien siir, si les encodeurs ont
commis la méme erreur au méme endroit, cclle-ci ne sera pas détectée. Mais cette probabilité est tellement faible ...
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Pour cette population, on a calculé les paramétres suivants :
Moyenne : 156 Ecart-type : 6,16 |
Quartile 1 : 151 ‘Médiane : 155 Quartile 3 - 159.

Notre exemple comporte 19 valeurs différentes. Généralement, un tel éparpillement ne
sera pas jugé intéressant pour une bonne saisie giobale de la situation considérée. Aussi va-t-on
regrouper les valeurs dans quelques classes. On aura ainsi un tableau group¢ (recensé) et les
répétitions correspondantes’’. Des graphiques appropriés les illustrent. 1l n'est pas rare qu'on
attribue comme valeur fictive 4 chaque individu le centre de la classe i laquelle il appartient.

Si on regroupe en un petit nombre de classes, on a une présentation de la situation trés
lisible mais trés (trop) sommaire : beaucoup d'information est perdue. C'est souvent la nature
de la situation étudiée qui fera juger qu'un regroupement est adéquat (ni trop sommaire, ni trop
éparpille).

Dans notre exemple, nous pourrions imaginer un regroupement sommaire en trois classes :
(les cent quarante, les cent cinquante, les cent soixante)
ou un autre plus fin : {{140,145[ , [145,150[ , [150,155[ , [155,160] , [160,165[ , [165,170[}.

Il n'est pas dit que les classes doivent avoir toutes la méme "largeur” (ecart enire les
extrémités). Il se pourrait méme que certaines classes soient "ouvertes"'®
(dans notre exemple, ..., 145[ pour premiére classe, ou {160,... pour derniére classe),
mais ceci pose évidemment un probléme pour déterminer le centre de la classe ! En outre, ceci
ménera a distinguer histogrammes et diagrammes en bitennets. Provisoirement, nous nous
en tenons a ces derniers : des rectangles qui figurent dans les diagrammes, on ne retient que fa
hauteur.

Voici ce que devient notre exemple regroupé de deux maniéres, et les diagrammes en
batonnets correspondants.

Tabl groupé 1
Classes Rép. Sit 3.0 Tableau groupé 1.
[140, 150[ 8 s ® '
[150, 160] 25 g 20
[160, 170] 13 B 10
e | 1 | .
Effectif 46 [140, 150 £150, 160 {160, 170

17 Rappelons que fa méthode "tiges-et-feuilles" produit presque immédiatement ce tablean groupé recensé.
1l y a des situations ol cela simpose en quelque sorte : dans les revenus des personnes phy31ques l'adroinistration des
impbts distingue des "tranches” imposables. La demiére est une tranche ouverte : revenus supérieurs 4 .
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Tabl. groupé 2 Tableau groupé 2

Classes Rép.

[140, 145] 2 j:g -

[145, 150[ " 12
{150, 155] 1 | § 10 ]

[155, 160] 14 g g : :

[160, 165] - 6 | 2 4 B

[165, 170[ 7 2 1 Wg

0 : T T T T
- - - {140, [145, [150, [155, [160,  [165,

Effectif 46 {145[ _[_’550[ [155[ [160[ [165[ [1 70[

Ex 3.0 - La moyenne et I'écart-type calculés & partir du tableau recensé vous ont été
donnés dans un des tableaux précédents. Pour vous faire une premiére idée de l'erreur qu'on
peut commeitre en regroupant les valeurs, calculez ces deux variables & partir des tableaux
groupés en prenant le milieu de chaque classe comme valeur caractéristique de chaque individu
“de cette classe.

Ex 3.1 - Avant de procéder au renouvellement d'une partie de sa flotte de véhicules,
une société de taxis fait relever le compteur kilométrique des voitures & remplacer. Analysez
ces données en appliquant les méthodes les plus adéquates.

129 153 126 371 146 251 144 741 132 647 128 941
113 871 137 243 137 841 127 801 119 221 146 828
132 521 121 352 105 352 143 123 151 225 131 143
134 249 120 372 120 842 124 976 123 941 117 305
139 925 141 171 134 222 129 742 118 258 113 245
138 273 135211 136 421 133 825 125 053 127 742
126 747 116 742 125274 139 004 143 276 134 953
130 127 135 644 132 229 121 762 133 421 122 873

130 005 128 845 133 742

Suggestions - ,
Si vous préférez commencer par patauger seul dans le probléme, omettez de lire ce qui suit.

Les unités, les dizaines ou méme les centaines de kilométres n‘ont guére dimportance dans ce
probléme. On suggeére donc de prendre pour tiges les deux premiers chiffres de gauche de cha-
que nombre, et pour feuilles le chiffre des milliers de kilométres éventuellement arrondi i
l'unité la plus proche en fonction des centaines. Recopier tous les chiffres serait trés lourd et
n'apporterait sans doute pas grand-chose.

Recommencer ensuite en partageant chaque classe en deux sous-classes "B" et "H" comme
dans la situation précédente. Ici il semble plus judicieux de ne pas arrondir, mais de tronquer.
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Sit 3.1 - Comparer deux populations

Lors d'une étude de santé (réalisée au Guatemala en 1964), on a relevé la teneur en
. cholestérol dans deux groupes de personnes. Les valeurs sont exprimées en mg/litre.

- Population A. Milieu rural, bas revenus.”
175 166 180 152 192 140 204 223 135 95 108 120 115
146 142 158 108 114 226 194 144 131 . 129 165 174 189
143 148 124 197 220 144 - 136 157 173 162 181 172 136
152 145 131 139 155 158 142 171 143.

Population B. Milieu urbain, hauts revenus.
170 234 206 134 284 200 196 201 186 273 190 155 - 217
222 227 330 284 252 133 175 200 205 188 239 234 279
241 244 205 179 204 228 205 227 197 184 222 181 199
249 201 284 242 214 236.

Ci-dessous, le graphique qui résume les données au terme d'une approche classique.

Sit 3.1 Cholesterol DIPop. A
i : B Pop. B
12
10
8
6
4
2 | 11 |'I | .I 11
o IR R A TR

S &S \0\@\@\0\ > & S
'005(90@6'@0 of oY Q(]'@Q{fp cq’
¥ RO & & 2
THEFEITI T FEG

On voit que pour éviter de surcharger la figure, le logiciel n'in-
dique en abscisse que les extrémités d'un intervalle sur dewx. Le
lecteur doit donc recomposer ce qui manque.

Ona retlre du tableau la valeur 330 de la populatlon B. Elle n'a pas été reprise parce
qu'unique et trés éloignée des autres observations. C'est évidemment un choix de la personne
qui fait I'analyse des données que de considérer celle-la comme un artefact.

Voici maintenant I'analyse de la méme situation faite par la méthode tiges-et-feuilles. Ici
aussi, on a négligé la valeur 330.
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. Popul. A Popul. B
Milien rural, bas revenus Milieu urbain, hauts revenus

1 B ' 51 9f

2 8 8| 10f

2 4 5 11

3 4 9 9 12
6 916 6 1 51343 2
10 32 5 4 83 42 06 0 14 0
6 8 5 2 7 8 21 15| 5 1
3 ' 2 5 6| 16 0
5 1 23 4 50170 5 9 3
3 1 & 0f 18] 9 8 4 1 4
3l 74 211996 0 7 9 4
1 42006 61 0 5/5 45 1 o
0 21) 7 4 2
3 0 6 312212 7 8 7 2 5
2314 9 4 6 4
240 2 1 4 9 4
25| 2 1
26 0
271 3 9 2
28 4 4 4 3

121116 9 8 7 6 5 4 3 2 1 1 2 3 4 516 7 8 9 10

48 Eff Effectif : 44

Le rapport précise qu'il y a plus d'obéses dans la population B que dans la population A.

Ex 3.3 - La plus belle fille du monde ...

Favorablement umpressionné par ce qui précéde, un professeur de mathématique se dit
que si la méthode permet de comparer deux populations étudies selon un méme critére, elle
devrait pouvoir convenir aussi pour comparer les performances d'une seule population relati-
vement 4 deux critéres.

H collecte donc les résultats annuels en mathématique et en frangais des 178 éléves des
7 classes de troisiéme de son établissement. Pour la facilité, les résultats ont été ramends sur
100. La méthode Ilges-et feuilies permet de regrouper les éléves par classes de 10 points :
[0,10] , [10,20(, ..., [90,100] .

SBPMef — Dossier Pédagogique n° 6 — Page 40




En faveur de la validité statistique Math. |Francais
d'une telle étude, épinglons 'effectif assez . [0,10]
grand; ajoutons-y quelques hypotheses | [10,20[ 4l 5
susceptibles de faire admettre que les dif- [20,30[ 11 10
férences ou les paramétres individuels sont [30,40[ > 14
suffisamment gommés : pour chaque [ 10, 50 a1 35
branche, il v a au moins trois professeurs - s 0’ 60[ 8 38
en charge de ces classes, et aucun de ces I 60’7 of 20 33
‘enseignants n'a la réputation d'étre ni par- (7 0,'8 o 1 30
ticuliérement sévére ni exceptionnellement e :
généreux dans sa cotation. Si les résultats [80,90f 9 11
(inventés, bien siir) sont ce qui est illustre [90,100] 2 1
par le tableau groupé et le diagramme ci-
contre, que peut-on dire de l'enseignement Effectif 178 178

de 1a mathématique et du frangais dans cette €cole ?

On peut lire sur ce dia- TMiath
gramme que les résultais en fran- Ex 3.3 m Frangais
cais sont globalement supérieurs 60
aux résultais en mathématique. 1l 50
n'est pas sir, au niveau du gra- 40 1
phique, que la dispersion soit
plus grande dans un cas que dans 30
l'autre. Pour s'en faire une idée 20
plus précise, on peut calculer la 10 |
moyenne et ['écart-type, en attri- 0. _
buant pour score a chaque indi- ' ik
vidu le centre de la classe & la- Q’,\Q\' Q"P\ Q‘:?\ 099\ & Q?Q\ 6‘6\ 0‘59\ 099\ R
quelle il appartient. ST e e ey

MATH. : moyenne = 52,9  Ecart-type : 16,8

FRANCAIS : moyenne = 55,7 Ecart-type : 17,5.

Les résultats en mathématique sont donc un peu plus groupés que les résultats en frangais. A
part cela, on ne peut sans doute pas dire grand-chose.

On pourrait trouver intéressant de savoir si ce sont LES MEMES éléves qui sont bons
(ou moyens ou faibles) en mathématique ET en frangais”. Les méthodes d'analyse statistique
rencontrées jusqu'ici ne permettent absolument pas de répondre a de telles questions. Comme
la plus belle fille du monde ... Ceci ne signifie pas qu'il n'y a pas moyen de le savoir ! Répondre
a de telles questions, c'est chercher a savoir sil existe une corrélation entre deux variables

19 Avant lenseignement de la mathématique moderne, on faisait souvent appel 4 lidée (non-scientifique) de "bosse des
maths" pour expliquer qu'un individu assez médiocre en frangais, histoire,... pouvait &tre excellent en mathématique. A la
fin des années 60, certains ont étudié la corrélation entre les résultats en mathématique et les résultats généraux, pour des
éléves ayant regu un enseignement mathématique traditionne! d'une part, moderne de l'autre. Le résultat de ces travaux trés
sporadiques indiquait une meilleure corrélation dans le cas de la mathématique moderne. Le seul résultat avéré de ces
études a sans doute 6té d'amener PAPY 2 une certaine conviciion que lenseignement de la statistique dans le secondaire
pouvait avoir des aspects intéressants.
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d'une population ou d'un individu. Mais ceci est une autre histoire. Une telle recherche suppose
en particulier qu'on dispose des scores individuels, c'est-a-dire du tableau brut.

Les statistiques montrent qu'on constate un plus grand nombre d'accidents mettant en cause des voitu-
res roulant & vitesse modérée. Il ne fout certainement pas en conclure qu'il est recommandé-de rouler " tom-
beau ouvert” Une lecture plus attentive montre que puisqu'il y a plus de conducteurs qui sont Faisonnable, il
est normal que le nombre d'accidents soit plus élevé dans cette catégorie de conducteurs.

Les statistiques montrent qu'il est faux de dire que les mathématiques constituent un trés grand fac-
teur de redoublement car c'est dans les classes ot le nombre d'heures de math est le plus élevé gue l'on cons-
tate le moins de redoublements & imputer  cefte matiére,
11 est évident que ceux qui éprouvaient des difficultés dans cette matiére ont 616 Sliminés ef se retfrouvent donc

- ailleurs, et du coup,. ceux qui restent dans ces sections sont ceux qui sont plus & {'aise avec cette matiére. Ou-
Ire qu'il est particulierement utile pour le calewl de la moyenne, le tablean recensé permel une premiére vi-
sualisation : le diggranume (des répétitions) en bitonnets : en abscisse, les valeurs, en ordonnée, les répéfi-
tions )

D'aprés une étude statistique, on constate que la Plupart des grands mathématiciens sont des fils
alnés. Cela ne signifie pas qu'ls sont génétiquement plus doués, mais que, comme les familles sont de taille
réduite, la proportion d'ainés est plus grande, notamment parce que dans toute foamille ne comportant qu'un
seul enfomt, celui-ci est automatiquement ainé.

Une enquéte a montré que dans une ville, on avait constaté que sur 10 ans, la consommation de lait et
le nombre de cancers avaient augmenté dans les mémes proportions. Faut-il en conclure que la consommation
de lait provoque le cancer ou que I'affection du cancer proveque une soif de lait ?
On ne vous a pas tout dit : pendant cette période, la population a elle aussi augmenté dans les mémes propor-
tions que le lait ou les cancers.

B. Bitonnets et “camemberts”

Sit 3.2 - L'hécatombe universitaire

- - r , - 20 1A -
. Dans une_ um\{ersne, 8934 étudiants de.Prermer.e can- Reésultats Répétitions
didature se sont inscrits aux examens de Ia premiére session. A TG 1099

la fin de la session, on a fait un examen statistique des résultats,

2390
en regroupant les étudiants en quatre classes : "G" (grade), "S" S.
s S At . , Aj - [ 4m0
(satisfaction), "Aj" (ajournés), "R" (refus ou session non pré-
PR . con g e R 715
sentée). Les données chiffiées sont consignées dans le tableau Tor 2034

ci=contre.

Ce tableau est & comparer au tableau brut des autres si-
tuations : tout s'y trouve mais on n'y voit pas grand chose.

?* Les nombres de cet exemple sont inventés. Il se peut que dans la réalité,. ce soit pire. ,
On remarquera que daris cet exemple, comine dans un certain nombre d'autres, la caractéristique des individns ilest pas
numérigue, h ‘ - '
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Ajoutons-y une colonne, dans laquelle nous inscrirons les fréquences, ce sera déja tout

différent. Les fréquences, souvent exprimeées en
pourcentages, soni les rapports des répétitions a
I'effectif. On peut aussi bien les exprimer en déci-
maux : 1099/8934 = 0,123 . Ici, on a arrondi au
pourcentage entier, ce qui, dans le contexte, est ufi€
précision bien suffisante pour une appréhension
correcte de ce qui se passe”.

On peut bien siir représenter graphiquement
une telle situation par un diagramme en béatonnets,
mais le plus souvent, on préfére les "camemberts",
précisément parce que le disque exprime graphique-
ment I'idée de référence a l'ensemble de la population
que la notion de fréquence exprime de manieére nume-

rigue. L'indication de l'effectif (N = 8934) établit une.

référence aux effectifs réels des différentes classes.

Ex 3.4.1 - Lire des graphigues

Répét. Fréquences
G 1099 12
S 2390 27
Aj 4730 53
R 715 8
Tot 8934 100
8% R 12%

Aj

53%

27%

N = 8934

Comime c'est souvent le cas quand on consulte les media, une partie si pas I'entiéreté de
l'information est fournie sous forme de graphiques. En voici I'un ou l'autre exemple.

Vous soubaitez passer des vacances cyclistes en octobre et vous hésitez entre deux re-
gions : la documentation recueillie, qui conceme les précipitations au cours du mois d'octobre
et le relief, vous a été fournie sous forme de grapbiques. Les précipitations y sont exprimées en

nombre de millimétres d'eau par jour.

Région 1

jours

€x

O N W ooy =
' T R

5
15
25
35
45

5

Y mm/jour

Relief Région 1

Montagne
55%

Plaine
30%

. Cellines
© 15%

! Beancoup de gens pensent que plus on aligne de chiffres et plus c'est scientifique. Rien n'est plus faux : dune part, il ne
sert 4 rien d'aligner des chiffres non significatifs (& quoi cela rime-t-il d'exprimer an métre prés la distance de Liége a
Tournai ?); dautre part, l'accomulation de chiffres, méme exacts, nuit 4 la Iisibilité. Ce qui est scientifique, ¢'est dexprimer

les choses avec la précision utile ou nécessaire dans le contexte oil on est et avec le projet gu'on a.
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Région 2

. : Pluies
jours Heiiet nision &

9

Montagne
108

Collines
— 1 : 20%

Plaine
T0%

(o T A T I O I BN B )

AN NN

5 15 25 35 45 55 mm/jour

1l est bien'évident qu'il n'existe pas de "BONNE REPONSE" pour cet exercice : ce qui est
important (et sera éventuellement l'objet de 'évaluation), c'est la maniére dont I'éléve justifie
son choix. Pour mener & bien son projet; il est amené 3 lire les graphiques qui expriment 1'in-
formation récoltée. Les uns mettront l'accent sur la configuration du terrain, d'autres sur la
qualité du temps.

Ex 3.4.2 - Lire tableaux et graphiques

On a interrogé un certain nombre d'hommes et de femmes pour savoir les montants
qu'ils estiment nécessaires pour couvrir les dépenses mensuelles de ménage (alimentation, pro-
duits de lessive et d'entretien, eau, gaz, électricité, petites dépenses courantes, mais PAS le
loyer, le téléphone, le remplissage de la cuve 4 mazout, les. mensualités ou l'assurance de la
voiture,...}. Les résultats de ces enquétes ont été consignés sous forme de tableau ou de gra-
phique.

. N. de femmes
N. d'hommes | Monianis 50 —
3 5000 40

14 15000 30 ]

38 25000 20 —

16 35000 12 . —
29 45000 5000 15000 25000 35000 45000

montants

Quelles conclusions tirer de cette enquéte ? Peut-on penser qu'elle révéle des compor-
tements différents entre les hommes et les femmes ? L'enquéte a-t-elle ét€ faite dans les mémes
milieux sociaux chez les hommes et chez les femmes ? Qui s'occupe en général de gérer les
frais du ménage ?
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C. Batonnets ou polygones ? Les "courbes™ de température

Situation 3.3
I est fréquent que les éléves de I'école primaire découvrent a la fois les notions de température,
de relevé statistique et de moyenne grice 4 des relevés de température dans la cour de l'école.

Sit 3.3.A -
L'instituteur a été avec ses €léves relever les indications d'un thermométre placé dans la cour de

école, tous les jours d'une semaine a la méme heure. Ils ont noté : 10°, 12°, 15°, 13°, 14°.

Sit 3.3.B - :
L'mstitutrice d'une autre classe a été relever ce qu'indiquait le thermométre 4 7h00, puis elle a
envoyé des éléves noter la température de deux en deux heures jusqu'a 15 heures. Ils ont tra-
vaillé sur les températures suivantes : 8°, 9°, 11°, 12°, 15°.

I1 est probable que dans les cahiers des éléves, on trouvera des graphiques comme les
suivants.
Ces deux graphiques sont-ils également acceptables ?

Classe A Classe B
16 - 16 -
14 AN 14 —
12 12
0 / o /
8 § | —"
6 6 '
4 4
2 2
0 , i . - 0 . ; . —
e Ma Me Je Ve 7h 9k 1th  13h 15k
% . Classc A Dans la situation B, la température a
14 ] certainement varié de imaniére continue de la
12 ™ B premiére a la derniére température relevées.
10 B Dans la situation A, au contraire, si les relevés
g L | ont eu lieu 4 10h00, le plus probable est qu'ils
6 1| n ont moni¢ jusqu'a un maximum dans l'aprés-
4 B midi pour redescendre jusqu'a un minimum au
5 | L petit matin. La ligne continue est donc tout &
0 , . ‘ T fait adéquate pour B, mais pas du tout pour A :
e Ma Me Je Ve des bitonnets seraient bien préférables.

Et dans notre exemple de la situation 3.0 (des poids ou des tailles regroupées par clas-
ses) 7 '
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Cela dépend de ce que l'on veut exprimer.

St nous voulons strictement traduire en graphique le tableau groupe, a savoir quil y a 2
individus qui ont (fictivement) la valeur 1425, 6 individus qui ont (fictivement) la valeur
147.5, etc., le diagramme en bitonnets que nous avons dessiné est I'outil adéquat. Mais si on
veut en outre faire passer l'idée (I'hypothése) que les valeurs se répartissent de maniére régu-
liére (linéaire) entre ces valeurs-pivots que sont les centres de classes, on préférera le dia-
gramme en ligne polygonale.

On aura alors utilisé un outil continu pour étudier une situation discréte. Cette fiction
supplémentaire qu'est la répartition continue des valeurs peut &tre tout 3 fait 1égitime. Elle l'est
en particulier quand on regroupe en quelques classes une population importante : songeons par
exemple aux tranches d'imposition. 11 se peut aussi que cela induise des interprétations bizarres
du phénoméne étudié. A celui qui produit des statistiques d'utiliser en connaissance de cause
les outils appropriés; a celui qui les lit d'8tre attentif d'éventuels biaisages. '

'D. Batonnets et histogrammes

Sit 3.4 — Statistiques scolaires

M. LEDIROT, directeur d'école, s'est penché sur les résultats d'un [0,8] 12
groupe de 120 éléves dans une branche donnée. Ces résultats sont {[8 10] 30
exprimés sur 20. I a jugé opportun de les regrouper en cing classes J[10,12f 36
d'amplitudes diverses : [12,16] 28
- les échecs nets : [0,8] [16,20] | 14
- les petits échecs : [8,10[

- les succés un peu justes [10,12] N = 120

- les succes nets : [12,16]
- les résultats brillants : [16,20].
1l a consigné dans un tableau le fruit de cette premiére phase de son travail,

Comme il a quelque maitrise du ta-

bleur Excel, 4 l'aide de cet outi, il traduit en Sit34  Diagr. en batonnets ]
graphique son tableau groupé de donndes. 40 -
En ayant "cliqué" sur "histogramme", il a 35 I
obtenu la figure ci-contre. gg —
: 20
I ne peut s'empécher de remarquer 15 —
que cefte présentation est bien insatisfai- 1g :’-r“ —
sante, en particulier parce que les classes D , , , , B
sont représentées comme si elles avaient g 08  [8100 012 [12,16[ [16.20[
méme amplitude alors que ce n'est - : -
pas le cas. Bien sir, les limites des 40 Sit 3.4 Diagr. en bétonnets
classes sont écrites sous Paxe des 35 -
abscisses, mais cette donnde n'est 30
pas visualisée. 25 ] I
20
Quid cela ne tienne, M. }(5)’ _ ]
LEDIROT sait quil faut parfois 5
savoir ruser avec les. machines pour 0+ vt M
les amener a faire ce qu'on a envie DA I S EEC U R
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qu'elles fassent, méme si elles ont été programmées pour faire autre chose. 11 fait I'hypothése
que tous les éléves d'une classe ont eu pour cote le milieu de Ia classe et que toutes les autres
valeurs ont un effectif nul. Donc 12 éléves sont supposés avoir 4/20 et aucunn'a 0, 1,2, 3, 5,
6, 7, ... Toujours en "cliquant" sur "histogramme”, il obtient cette deuxiéme figure qui ne le
satisfait pas plus que la précédente.

En désespoir de cause, il s'adresse a un prbfesseur de statistique qui lui explique que
quoi qu'en dise le tableur Excel, ces diagrammes sont des diagrammes en batonnets st NON
des histogrammes.

Dans un histogramme, chaque classe et son effectif sont représentés par un rectangle.
La largeur du rectangle est 'amplitude de la classe; la hauteur du rectangle est ajustée de ma-
ni¢re que l'aire du rectangle soit proportionnelle a l'effectif de la classe.

Dans notre exemple, la pre-
miére classe, qui a un effectif de 12, 207
est donc représentée par un rectan- ]
gle de largeur 8 (l'amplitude de la  15- —]
classe) et de hauteur 1,5, puisque Sit 3.4
8 x1,5=12,

Histogramme

107

La lecture des histogrammes
est sans doute un peu moins aisée 5
que celle des diagrammes en baton-
nets parce que pour évaluer les ef- TP RV P B PR PSP SOV
fectifs, il faut estimer l'aire des sur- 0 3 10 13 20 43 30
faces (ce qui n'est pas évident) ou
faire un petit calcul. Mais c'est le mode de représentation adéquat (et courant) de tableaux
groupés dont les classes n'ont pas la méme amplitude. C'est pourquoi on n'imagine pas qu'un
enseignement méme élémentaire de la statistique le passe sous silence. On rencontre bien sir
une difficulté particuliére si une des classes extrémes est ouverte. On résout cette difficulté en
cherchant le stratagéme le plus parlant.

OO TR N B B |

E, Tableaux et diagrammes cumulatifs,
Polygone des répétitions cumulées
Pelygone des fréquences cumulées

Dans un certain nombre de situations, il est intéressant de savoir combien d’individus
ont une caractéristique numérique inférieure (ou égale) & une caractéristique donnée.

St on veut comparer le niveau de richesse de différentes régions ou sous-régions d’un
pays et qu’on dispose de données statistiques relatives & I'TPP (Impdt des Personnes Physi-
ques), on peut certes calculer la moyenne ou la médiane des revenus. Mais on peut aussi se
demander combien de personnes vivent en dessous d'un seuil de pauvreté fixé, par exemple, &
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des revenus annuels bruts inférieurs 4 5000 euros™ ou toute autre somme qu’on estime signifi-
cative pour exprimer par exemple un seuil de pauvreté,

Un professeur ou un directeur d’école peut se demander combien de leurs &léves ont un
résultat global inférieur 4 4/10.

La réponse & ces questlons est aisée si on dispose d’un tableau des effectifs cumulés

ou d’un diagramme cumulatif. Le principe en est

T 2 off. Cumulés simple : au tableau groupé ou recensé, on ajoute une
Val. | Répét | Cum colonne dans laquelle on inscrit (avec ou sans déca-
1 42 1 °1 lage de ligne) la somme des repetltlons rencontrées
143 1 5 jusqu’a la valeur considérée.
146 1 3 Voici, relatifs & notre Sit 3.0, le tableau re-
148 3 6 censé auquel on a adjoint la colonne des effectifs
149 2 8 cumulés (sans décalage de lignes), le diagramme des
151 2 101 effectifs cumulés et le tableau des effectifs cumulés
152 4 14 (avec décalage de lignes), fait d’aprés le deumeme
153 1 15 tableau groupé.
154 4 19
23 4 23 B5139]  Etfectifs cumulés
156 2 25 50
157 2 27 45 i
158 3| 30 40 —
159 3] 33 g T
160 1 34 %25 AN
162 3| 37 & 20 THHHAHHHH
163 2| 39 =18 nininialatnlatutnlninli
165 6 45 5 ”-” k_ GO HH O E
166 1 46 e L AMLE I HIE
R PE SR
T. groupé cumulé 2 Va}e“'
Classes Rép. |Cumuié
[140, 145] 2
2 < "
[145, 150] 6 3“3'_0 Groups 2 €
8 %0 —
[150, 155] 11 40 _ —
19 20 — a
[155, 160[ 14 _
[160, 165[ 6 10— -
39 0 —1 T |—| T - 13 T T
[165, 170 7 = 1425 M75 1825 1575 1625 1675

% Environ 200 000 francs belges.
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Le plus souvent, c'est & partir du tableau groupé qu'on jugera intéressant de construire
le diagramme cumulatif des répétitions, ou, plus pratique encore, des fréquences.

On devine que passer des bitonnets a la ligne polygonale n'est pas innocent du point de
vue du sens. '

Dans le diagramme en bétonnets, on se contente de montrer que si on va jusqu'a la
classe dont le centre est indiqué en abscisse, on a comme effectif le nombre exprimé par la
hauteur du batonnet. Il n'y a guére de sens a prendre des valeurs autres que celles qui sont nu-
mériquement indiquées en abscisse, T -
sauf peut-étre les extrémités des classes 50 Polyg. des répet. cumulées S30

dont ces valeurs sont le centre. e
40
Dans le diagramme en ligne po- % /

lygonale, par contre, on fait une hypo-
thése supplémentaire : non seulement, 20
les sommets de la ligne polygonale ap-

. . . 10
portent l'information que donnaient les ///
batonnets, mais en outre, on imagine 0 .

T T T T

(ou on suppose) que les valeurs des 140 145 150 155 160 185 170
individus se répartissent de maniére
linéaire entre ces points.

Sur un exemple de manuel comme notre Sit 3.0, cette hypothése de répartition plus ou
moins uniforme des valeurs entre les valeurs repéres peut avoir l'air de forcer un peu la réalité
pour l'obliger & rentrer dans des cadres mathématiques plus confortables, mais si on se référe a
des données dont les effectifs sont trés importants comme I'étude de I'impdt des personnes phy-
siques, l'hypothése d'une répartition linéaire "par morceaux" des contributions individuelles
entre la contribution la plus petite et celle (theorique) la plus grande est plus que raisonnable.

Dans de telles situations, qui sont le domaine de validité de F'outil statistique (n'oublions
pas que stafistique signifie science du traitement des données de I'Efaf), étudier des données
discrétes en recourant a des outils relatifs au continu est une fagon de faire trés courante.

Cn aura un autre outil bien -
commode si on remplace dans les Polyg. des fréquences cumulées
ordonnées les répétitions par les fré- Sit 3,0 N=48
quences, cela donne le polygone des 100

. i 90
fréquences cumulées. Comme sur 80 e
toutes les figures ot interviennent les | 44 /./
fréquences, il est opportun de faire 60 :
figurer la mention de 'effectif total qui 50 //
établit une référence a l'effectif réel. 40 e
30

Cette figure est méme le sup- 20 /.(/
port de LA méthode de détermination 10 e
de la médiane, des quartiles, des dé- 0 ' ' ' ' '

) M ’ 140 145 150 155 160 165 170
ciles, des centiles ou de tous autres o-
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quantiles dont on peut avoir besoin pour étudier une situation donnée : vu que le graphique
exprime une bijection d'un intervalle des abscisses dans lintervalle [0,100], il ny a aucun pro~

bléme a faire appel 4 la fonction réciproque.

Ex 3.5.1 — En se référant aux tableaux et diagrammes ci-dessus, rechercher les rensei-
gnements suivants relatifs 4 cet exemple :
a) Combien y a-t-il de valeurs inférieures a 165 ?
b) Combien y a-t-il de valeurs inférieures ou égales & 158 ? _
c) Jusqu'a quelle valeur faut-il monter pour avoir pris en compte 33 individus ?
d) Quels sont la médiane et les quartiles ?
11 est possible que certaines questions aient une réponse certaine  partir d'un tableau, mais
pas d'un autre. Fn ceci comme en tant d'autres situations, il est important de se demander si
on dispose des outils utiles ou nécessaires pour remplir la tdche demandée.

Ex 3.5.2 — Reprendre l'exemple des taxis (Ex 3.1) et se poser des questions comme :

a) Combien de taxis ont parcouru moins de 135 000 km ?

b) Jusqu'a quel kilométrage faut-il monter pour avoir pris en compte 60% de l'effectif ?

¢) Par rapport a l'ensemble des véhicules remplacés, quel est le pourcentage des véhicules
ayant parcouru au moins 140 000 km ?

Ex 3.5.3 — Reprendre les données {Math-Francais) de I'Ex 3.3 et tracer les polygones
des fréquences cumulées relatifs 4 ces données. En tirer les médianes et les quartiles.
Ces indicateurs donnent-ils une meilleure vue. sur la situation ¢tudiée que la moyenne et
I'écart-type ?
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Milllers de boiles de =« Snibbo »

. 140

consommées par la clientéle-

CHAPITRE IV. Des dessins qui « mentent » et des conclusions hitives.

Le fait de représenter un phénoméne au moyen d'un dessin est un bon moyen d’en
donner une vision globale mais encomptant sur une certainé paresse du lecteur, voici quelques’
moyens subtils de tromper...ceux qui se laissent faire. ‘

1.Escamotage de I’origine.

Le snibbo a été, en son temps, préconisé pour atiénuer les effets néfastes d’une ingestion

exagérée d’alcool.

i44

142

¢ . 3 X i 1 g T ' 2 .
1940 942 1544 1946

138
1940 942 - 1944 - 1946 1948

2. Graphique sans échelle.

« Faites confiance & votre médecin -
itsait, ui > ' o
Limite dangereuse

Raetour rapida & |'état normal
gréce A un sewl verre de -
caimant = Snibbo »

s {'index inter
Pocula » monte lors
d'axcessives
libations

Etal normal

Ce graphique dépourvu d'échelle ne permet pas d’évaluer la réelle importance de la substance
snibbo quant 4 son pouvoir de neutraliser rapidement une ingestion exagéree d’alegol. - - -

1948
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3. Escamotage de ['origine et trafic de I’axe Oy.

correct.
o 1911008 3 N graphe _
1,900,000 ~< '| o - w
peel INEWS | ool
‘.m-m ‘\\ . C i-_._“-o_ . :
1,700,000 ~ \°NEWS
L Y M -_.\.
1,6C0,000 ~ 1 555,00 .
~\~_
1.500,000 - }
1431000 1,000,000
200,000 TEL00% POST e®
. 55000 "] B e fy v §
7000 . L :t' =
.-:'::- -1 -%“Jm
W.M'* g i 3 o L
esn : 0 [ | [ ! I
A P S S VAR ot | 1977 1978 1979 1980 1981

: Evolution des ventes de deux journaux américains.

4. Rapport de hauntewrs et rapport de susfaces ou de volumes

ANTHE BARREL.... | *
Prica per bbl, of.” - -

tlight crude, leaving . .22 ;.
Saudi Arabla . . - |
onJan. 1"~

Variation du prix du pétrole

de 1973 3 1979.
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5. Modificatio

n de la période d’observation.

Nobel Prizes Awarded in Science,
for Selected Countries, 1901-1974

{Humber of Prizes)

J0

25

0

15

10

Uniled Stales j

Uniled Kinf_{lnnk

,.:‘. Germany

5 ULSRA.
oy -, ﬁ “'
¢ " Ayl s e pnhs o ne e e {
1901- 91t- 1921. 1931 1941. 1951. 1961. 1971
1910 1920 1530 1940 1950 1960 1970 194

Figure 5: Attribution de prix Nobel.
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Annexe 1 : Le calcul des a~-quantiles

Plusieurs auteurs’ regrettent la non-standardisation des notations. S'il n'y avait que
cela !...

En réalité, ce sont les définitions des notions elles-mémes qui sont spécifiques aux au-
teurs d'ouvrages ou de logiciels, avec les incohérences qu'on imagine.

Cela ne fait pas le bonheur des enseignants, puisque si d'une part ils se référent 4 un ma-
nuel pour formuler des définitions et les appliquent & un exemple, et que d'autre part ils
confient le méme exemple a4 un logiciel, ils risquent fort de ne pas obtenir les mémes réponses.
Comme on le verra, on rencontre d'autres difficultés en essayant de retrouver de maniére in-
ductive les définitions auxquelles se référe un logiciel. a

1. Apories de la statistique : quelques généralités

Avant d'attaquer le probléme de maniére technique, essayons de I'éclairer par quelques
considérations plus proches du sens commun.

On a insisté au chapitre 2 sur le fait que la donnée d'une valeur centrale, la moyenne en
particulier, ne suffit pas toujours -loin de 1a - a dire quelque chose de valable sur un ensemble
de données. Peut-étre serait-il intéressant de réfléchir de maniére analogue aux conditions de
validité de cet autre outil statistique que sont les notions de médiane, quartiles, ... Pour ce faire
quelques exemples pourront étre éclairants.

Soit P une population de n individus caractérisés par la méme valeur a. H va de soi que
la médiane, les quartiles, les déciles et les centiles sont tous égaux a a; on ferait peut-€tre mieux
de dire quiils n'existent pas : il n'existe pas de valeurs ou ensembles de valeurs permettant de
partitionner cette population en 2, 4, 10 ou 100 sous-ensembles de cardinaux égaux (ou pres-
que™). On peut certes partitionner cette population (pour autant qu'elle soit assez nombreuse),
mais pas sur la base des valeurs qui caractérisent les individus.

Trop absurde cet exemple ? Voyons cet autre.

La Communauté Francaise de Belgique a imposé (impose ?) a ses professeurs d'indiquer
dans le bulletin remis aux éléves la moyenne de la classe pour chaque cours. Beaucoup s'y sont
opposés, non que la moyenne n'apporte aucun renseignement intéressant, mais parce que la
seule moyenne est un indicateur trop pauvre, pouvant en ouire conduire & trop d'interprétations
abusives ou 2 des comportements peu souhaités comme par exemple la manipulation des cotes
d'un cours ou d'une classe pour en rapprocher la moyenne de celle des autres classes; de telles
manipulations feraient donc disparai‘tre certains symptomes qu'il serait peut-étre intéressant de
prendre en considération mais qui pourraient aussi apporter des désagréments a certains : sur-
tout pas de vagues !
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En s'mspirant de nos considérations de Sit 2.2.1, on pourrait penser qu'en donnant les
premier et troisiéme quartiles, on fournira une information meilleure qu'en communiquant la
moyenne. Voyons cela sur un exemple.

Anx 1 - Ex 1 - Les cotes™ classées en ordre croissant d'une classe de 23 &léves -
10, 11,11, 12, 13, 13, 13, 13, 14, 14, 14, 14, 14, 15, 15, 15, 16, 16, 16, 16, 16, 17, 19.
La moyenne de ces nombres est 14,22 .. La médiane est 14 et les quartiles sont 13 et 16. L'in-
tervalle interquartile est donc [13 , 16]. Cet intervalle comporte 17 individus (sur 23). Ce ren-
seignement nous indique bien qu'on a affaire & une population fort groupée, mais il y a bien
plus que 50% de P'effectif dans cet intervalle et bien moins que 25% qut ont plus que 16 ou
moins que 13. Si on veut respecter cette régle des 25% - 50% - 25% (ou presque), il faut déci-
der arbitrairement que certains qui ont 13 sont dans le mauvais quart et les autres dans la
"bonne moyenne", et de méme pour ceux qui ont 16 qu'il faut répartir entre les moyens et les
supérieurs.

De telles situations sont loin d'étre I'exception.

On s'apercoit - mais ceci n'est pas une surprise - que l'outil statistique en général, celui-
ci en particulier, ne fonctionne bien que si les effectifs sont suffisamment grands pour gommer
certains "détails”, ou de maniére plus essentielle, pour que les notions signifient quelque chose.
Quel sens y a-t-il 4 partager en cent sous-ensembles disjoints une population de quelques dizai-
nes d'individus ? i

Ces considérations suffisent sans doute & expliquer le "babélisme" des définitions prati-
ques relatives aux o-quantiles : 3 défaut d'une solution rationnelle qui s'impose a tous, chacun y
va de sa maniére de faire, certes raisonnable, mais qui n'aura pas été retenue par d'autres qui
auront trouvé plus pratique, et tout aussi raisonnable, de faire autrement.

2. Apories de la statistique ; un peu de technique

Tout le monde, ou presque, est d'accord pour donner de la médiane la définition sui-
vante : |
Ia MEDIANE est la valeur qui partage la pepulation en deux sous-populations de méme
effectif.

L'ennui, c'est que dés qu'il s'agit de l'appliquer, les désaccords commencent i se mani-
fester.

Prenons quelques exemples élémentaires et caricaturaux - il s'agit de classes de 19 ou 20
éléves qui ont participé a un controle. Les résultats sont supposés étre les suivants :
Anxl - Ex 2 - 20 éléves : 10 fois 4/20 et 10 fois 20/20.
Anxl —Ex 3 - 19 éléves : 10 fois 4/20 et 9 fois 20/20.
Anx1 - Ex 419 éléves : 9 fois 4/20 et 10 fois 20/20.

Pour Ex 2, toutes les valeurs (entieres ou non) comprises entre 4 et 20 partagent la po-
pulation en deux sous-populations de méme effectif, Quelle est donc la médiane ?

B Cet exemple n'a pas €t¢ inventé pour les besoins de la canse : il sort d'un vieux cahier de cotes d'un des rédacteurs de ce
texte. Tout au plus a-t-il ét€ choisi parmi d'autres pour sa valeur démonstrative, mais il t'a rien d'exceptionnel,
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On trouve (au moins) deux tendances pour répondre a cette question.

Tendance A )
De telles définitions se trouvent dans des manuels scolaires (Boutriaux-Lievens™, Paquet-

Bouchat" ..) ou dans des publications comme celles de H. BRENY®™, Avec des nuances qu'il
y aura lieu d'éclairer, c'est aussi celles qui sont implicites dans Excel.

Cette perspective veut privilégier la notion de médiane comme valeur centrale.
Les valeurs étant classées en ordre croissant et non regroupées,
~ si l'effectif est pair ef vaut 2p, la MEDIANE est la moyenne arithmétique de la p-iéme et
de la (pt1)-iéme valeur. '
- si l'effectif est impair et vaut 2p+1, la MEDIANE est la (p+1)-iéme valeur.
Dans les deux cas, il y a donc le méme nombre d'objets dans la valeur est inférieure (ou égale)
a la médiane que d'objets dont la valeur est supérieure (ou égale) a la médiane. '

Dans nos exemples, cela donne :

Ex2-ma=12
Ex3-my=4
Ex 4 - my = 20.

Une difficulté de cette définition est que sa généralisation aux o-quantiles n'apparait pas
tout 4 fait facile,

Tendance B
Cette définition est tirée de (ou inspirée par) I'Encyclopédie Universalis™ et d'autres.

Les valeurs étant classées en ordre croissant et non regroupées, on part de la premiére
(la plus basse) et on "monte” en dénombrant les valeurs rencontrées jusqu'd avoir pris en
compte la moitié (ou la fraction o) de l'effectif. Si la moitié (la fraction o) de I'effectif n'est pas
un nombre entier, en général on l'arrondit 4 I'unité supérieure.

On a donc :
La MEDIANE est la plus basse valeur de la variable telle que la moitié (éventuellement
arrondie a I'unité supérienre) de la population soit caractérisée par des valeurs inférieures
ou égales a cette valeur médiane.

Dans nos exemples, cela donne :

Ex2-mp=4
Ex3—mB=4
Ex 4 —mgp = 20.

La généralisation est inscrite dans le procédé méme :
L'a-quantile est la plus basse valeur de la variable telle que la fraction-a (éventuellement
arrondie & l'unité supérieure) de la population soit caractérisée par des valeurs inférieures
ou égales i cette valeny.

Anx 1 — Ex 5 - Un autre exemple de "babélisme”
Les nombres sont : 10, 11, 12, 15, 20, 21, 32, 45.
En se référant aux définitions de la tendance A, on dira que les quartiles et la médiane sont :
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11,5, 17,5, 26,5
Mais Excel donne : 11,75, 17, 5, 23,75.
Selon la tendance B,ona : 11, 15, 21.

Il est fort probable (mais c'est & vérifier) que si la population est "suffisamment" nom-
breuse et "raisonnablement" répartie, ces différences seront minimes. Cette considération
gencrale ne fait cependant pas I'affaire du professeur de l'enseignement secondaire qui doit
choisir comment définir fes notions auxquelles il initie ses &léves.

Les programmes - et beaucoup de gens sensés - déconseillent de faire du cours de sta-
tistique un cours de calcul ou de tracé de graphiques. L'idée est de se concentrer sur la signifi-
cation de données en en confiant le traitement & des outils de calcul. Dans cet esprit, on a pensé
a se référer & l'outil informatique qui sembie le plus facilement accessible a la grande majorité
des éléves : le tableur Excel. Bien entendu, rien n'empéche chaque professeur d'avoir recours 3
d'autres outils : calculatrices graphiques, autres logiciels éventuellement écrits par eux-mémes.

Tout le monde cbmprendra, on l'espére, qu'un inventaire et une étude comparative des
outils qui existent, méme en se limitant aux principaux, représenteraient une tiche démesurée
en comparaison de son intérét. C'est bien pourquoi on ne I'a pas fait, et on ne compte pas le
faire.

3. La solution préconisée

Avant d'explorer ce que fait Excel, rappelons ce que nous avons exposé a la fin du cha-
pitre 3. Chaque fois que l'effectif est assez grand ET que I'hypothése de distribution plus ou
moins réguliére sur les intervalles de I'ensemble des valeurs est raisonnable, il est indiqué de
faire un diagramme des fréquences cumulées sous forme de polygone (ou de courbe). La dé-
termination des oi-quantiles ne pose alors aucun probléme, ni théorique, ni pratique. En dehors
de ces conditions, il est probable que l'utilisation de I'outil "médiane, quartiles, ... , o-
quantiles” apportera plus de déboires que de satisfactions.

4. Que fait donc Excel ?

Malgré des heures passées i examiner les résultats proposés par le tableur pour les
exemples présentés dans les pages qui suivent, on n'est pas parvenu a trouver la clef qui ouvre
toutes les portes ! On a cependant pu écrire des formules qui donnent la solution dans un cer-
tain nombre de cas. Bonne récompense a qui fera mieux.

1l n'y a guére que la médiane qui ait une définition universeliement admise : si effectif
n est pair-et vaut 2p, on prend pour médiane la moyenne arithmétique des p-iéme et (p+1)-
iéme valeurs. Si n est impair et vaut 2p+1, on prend pour médiane la (p+1)-iéme valeur.

 Est-il besoin de préciser quancun des mots entre guiflemets n'est défini de manidre stricte ?
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Outre la fonction MEDIANE, Excel a les fonctions QUARTILE et CENTILE®. Pour
le calcul des centiles, on obtient souvent (mais pas toujours) les réponses d'Excel en appliquant
les formules qui suivent : pour trouver le j-ieme centile, (ici noté Cj), on commence par calcu-
ler la fraction (jxn)/100 {c'est-2-dire j% de I'effectif).

Si cette fraction fournit un nombre entiér ‘i, la formule est Cj = xuq - (j/100).Ax; .
Comme d'habitude, en se référant au tableau ordonné par valeurs croissantes, Ax; désigne la
différence x;1-x%; entre la i-iéme valeur et la suivante.

Si la fraction {jxn)/100 se traduit par un décimal, i désignant le plus petit majorant
entier de cette fraction, la formule est Cj = x1 - (/100 + (i + (nxj/100)) Ax; .

Exemples

Tous ces exemples ont éi¢ créés a partir d'un tableau ordonné de 120 valeurs comprises entre
0 et 79 (inclus). Ce tableau s'appelle Tableau 120. Les variations ont été obtenues en suppri-
mant une ou plusieurs valeurs a la fin du tableau; d'oii les intitulés Tableau 119, Tableau
118, ..

Exemple 1 : Tableau 120; calcul des quartiles.
Q1=C25. nj/100=30=1. x3p=18;x5,=19.
C25=19-0,25.1=18,75.

(Plusieurs auteurs donneraient 18,5; d'autres 18.)
Q3=C75. nj/100=90=1i. Xop=61 ;%9 =62 .
C75=62-0,75.1=061,25.

(Plusieurs auteurs donneraient 61,5; d'autres 61.)

Exemple 2 : tableau 120, troisiéme décile.
0,3120 =36. K38 =20 » X377 20
C30=20-0,30.0=20.

Exemple 3 : tableau 119, troisiéme quartile.

0,75.119=89,25 . xg =61 ;x¢; =62 .

C75 =62 - (0,75 + 0,75) = 60,5.

Pour qu'il y ait (au moins) 75% des individus inférieurs ou égaux au troisiéme quartile, on s'at-
tendrait a ce que ce quartile soit 61. Excel place la barre de maniére qu'il v ait 89 individus en
dessous et 30 au-dessus.

® Attirons lattention sur wne incohérence de la syntaxe de ces deux fonctions. Pour les quartiles, on écrit
QUARTILE(tablear;, j) ot j est un des entiers 0, 1, 2, 3, 4 . Pour les centiles, on écrit CENTILE(tablean; 1) ol © est un
décimal 4 un ou deux chiffres. Donc par exemple : QUARTILE(tableaw; 1) pour le premier quartile, et CENTILE(tableau;
0,37) pour le 37° centiie (et non CENTILE(tablean; 37)). Il va de soi que la seule fonction CENTILE pourrait suffire.
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Tableau 120

0 1 1 1 2 3 4 4 5 5 6 6
7 7 8 8 10 11 12 14 14 15 15 16
16 17 18 18 18 18 19 19 20 20 20 20
20 21 21 21 23 23 23 24 25 26 26 27
28 29 29 31 32 33 36 39 39 40 41 41
42 43 44 45 46 46 47 47 47 48 48 49
49 52 52 54 54 55 53 55 55 56 57 57
57 57 58 58 60 61 62 62 62 63 63 63
64 64 64 65 66 67 67 67 6 6 10 70|
72 72 72 72 74 75 78 78 78 79 79 79
C5 C10 C15 C20 C25 C30 C35 C40 C45 C50
395 69 11,85 16 1875 20 23 276 3465 415
C55 C60 C65 C70 C75 C80 C85 (90 (95 Ctl100
46,45 49 55 57 61,25 632 67 70,2 75,15 79
Tableau 119
0 1 1 1 2 3 4 4 5 5 6 6
7 7 8 8 10 11 12 14 14 15 15 16
16 17 18 18 18 18 19 19 20 20 20 20
20 21 21 21 23 23 23 24 25 26 26 27
28 29 29 31 32 33 36 39 39 40 41 41
42 43 44 45 46 46 47 47 47 48 48 49
49 52 52 54 54 55 55 55 55 56 57 57
57 57 58 58 60 61 62 62 62 63 63 63
64 64 64 65 66 67 67 67 67 69 70 70
72 72 72 72 74 75 78 78 78 79 79
C5 C10 C15 C20 C25 €30 C35 C40 C45 C50
39 68 117 16 185 20 23 272 333 41
C55 C60 C65 C70 C75 (80 C85 (9 (95 Ct100
46 488 547 57 60,5 63 663 70 74,1 79

Exemple 4 : tableau 119, huitiéme décile.
0,8119=95,2 X96=63;X97=64. | .
Selon la formule, C80 = 64 - (0,8+0,8).1 =624 .
Excel dit que C80 =63 1!

Exemple 5 : Tableau 118 , C40

0,4.118=472 . x44=27 ; xs0=28 . ‘

Comme dans l'exemple 3, on pourrait s'attendre, selon les définitions habituelles 3 ce que C40
soit au moins égal 4 xs5. Orona: C40=28- (04 + 0,8)=26,8 .
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Tableau 118

0 1 1 T 2 3 4 4 5 5 6 6
7 7 8 8 10 11 12 14 14 15 15 16
16 17 18 18 18 18 19 19 20 20 20 20
20 21 21 2] 23 23 23 24 25 26 26 27
28 29 29 31 32 33 36 39 39 40 41 41
42 43 44 45 46 46 47 47 47 48 48 49
49 52 52 54 54 55 55 55 55 56 57 57
57 57 58 58 60 61 62 62 62 63 63 63
64 64 64 65 66 67 67 67 67 69 70 70
72 72 72 72 74 75 78 78 78 79
Cs Cl0 Ci15 C20 (C25 C(C30 (C35 C40 C45 (50
385 6,7 11,55 16 18,25 20 23 26,8 32,65 41
C55 C6b Ces C(C760 C75 €8 (C85 (C9 (95 Cdioo
46 482 54,05 56,9 59,5 63 6545 693 723 79
‘ Tableau 117
0 1 1 1 2 3 4 4 5 5 6 6
7 7 8 8 10 11 12 14 14 15 15 16
16 17 18 18 18 18 19 19 20 20 20 20
20 21 21 21 23 23 23 24 25 26 26 27
28 29 29 31 32 33 36 39 39 40 41 41
42 43 44 45 46 46 47 47 47 48 48 49
49 52 52 54 54 55 55 55 55 56 57 57
57 57 58 58 60 61 62 62 62 63 63 63
64 64 64 65 66 67 67 67 67 69 70 70
72 72 72 72 74 75 78 78 78
Cs5 ({10 Cis Q€20 €25 (C30 (C35 C40 C45 (50
3.8 66 114 16 18 20 23 264 322 @ 41
C55 C60 Co65 C70 (€75 (80 €85 €90 (95 (Cdioo
45,8 48 54 56,2 58 62,8 o646 6738 72 78

Exemple 6 : Tableau 117, C68

Rien n'oblige a ne retenir que les centiles dont le numéro est un multiple de 5.
0,68 . 117=79,56 . x50 =55 ;X1 =55. '

Dot Co8=55.

C'est aussi le résultat que donne Excel.

Exemples 7 et suivants
On s'en voudrait de vous priver du plaisir d'en chercher vous-méme.
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Annexe 2 : Population — Echantillon
- Premiére explication

Pourquoi utiliser 6,1 au lieu de o, pour estimer I'écart-type d'une population par des
mesures effectuées sur un échantillon ? :

Si on préléve dans la population un échantillon comprenant un seul individu, i est évi-
dent que la taille de cet individu sera la moyenne des tailles de I'échantillon et que la variance
sera nulle. Avec une observation, on ne peut rien conclure, et le renseignement sur la disper-
sion proviendra des autres observations, donc n-1 sur une population de n.

On appelle aussi n-1 le nombre de degrés de liberté car si I'échantillon comporte 2
observations, par exemple 178 et 184, la moyenne est 181 et les écarts se compensent (+3 et —
3). Si le premier écart est libre, le deuxiéme en dépend ; donc nous avons seulement 1 degré de
liberté.

En général, pour un échantillon de taille n, alors que n-1 écarts sont libres, le dernier est
li€ par le fait que la somme des écarts 4 la moyenne vaut zéro.
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Annexe 2 : Population — Echantillon
Deuxiéme explication

A propos d’estimateurs

1 Le probléme posé

Une population d’objets, d’individus.. .. , fait I'objet d’une étude portant sur un ca-
ractére quantitatif : durée de vie d’une ampoule électrique, revenu annuel d'un indi-
vidu, taille, poids .... A chaque élément de la population est associé un nombre réel. En
considérant tous les md1v1dus, on obtient donc un tableau de nombres. Le probleme qui
est posé est d’en déterminer la moyenne m et la variance o2,

Nous venons de dire < en considérant tous les individus, on obtient donc un tableau de
nombres ». Dans la pratique, il est généralement impossible de mesurer le caractére associé
& chaque individu : ceux-ci sont trop nombreux ; ou bien en mesurant le caractére, on rend
’objet inutilisable (penser par exemple & la durée de vie d’une ampoule électrique). On
est alors amené & recourir au calcul des probabilités.

Si nous choisissons au hasard un individu, la valeur du caractére qui lui correspond
dépend aussi du hasard : c’est une variable aléatoire qui est notée classiquement X. Elle
admet aussi une valeur moyenne et celle-ci est égale & la valeur moyenne m du caractdre
gar ’ensemble de la population. De méme elle admet une variance égale & la variance o2
du caractére étudié sur 'ensemble de la population.

Estimer m, c’est estimer la valeur moyenne de X. Pour ce faire, on ne va pas prélever
un seul individu dans la population, mais plusieurs, c’est-a-dire un échantillon, et on
procéde & la mesure du caractére sur chaque objet de cet échantillon.

Cette méthode pose de nombreux problémes : combien d’objets prélever, comment les
prélever, etc. Nous nous intéressons ici uniquement, au probléme d’estimer la moyenne et
la variance de la population & partir des paramétres correspondants de I'échantillon.

Nous supposons donc en particulier et ces hypothéses sont fondamentales :

o que chaque objet de P’échantillon a été obtenu par un tirage aléatoire dans la popu-
lation, tirage dans lequel tous les éléments de celle-ci ont la méme proba.bxhte d’étre
choisis,

e que les tirages successifs sont mdépendants les uns des autres.

La deuxi®me hypothése est sans doute contestable puisque toute population est finie et
que tous objet qui a été tiré ne participe plus aux tirages suivants. Elle est raisonnable dans
le cas de populations assez importantes. Il importe toutefois de ne pas oublier que nous
dlaborons un modsle de la réalité et que, comme tout moddle, celui-ci est approximatif.
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2 L’échantilion

Aprés avoir choisi un échantillon de taille 7, on mesure le caractire étudié sur chacun
des &léments de I’échantillon. Notons Ty, .., I, les valeurs trouvées.

Comme les éléments de I’échantillon résultent d’un tirage au haserd, les valeurs z,,.. .,
z, dépendent elles-mémes du hasard, Chaque &lément de 1'échantillon joue le méme rdle
que celui de P'unique individu qui avait été choisi au hasard au paragraphe précédent.
Ainsi, au i® élément de "échantillon correspond une variable aléatoire, notée X; dont
la valeur est notée ;. (En choisissant un autre échantillon, la, méme variable aléatoire
X prendrait une autre valeur z;.) Nous traduisons les hypothéses ci-dessus de la fagon
suivante :

® toutes les variables aléatoires Xj,..., X, ont la méme distribution de probabilité,
en particulier leur moyenne (notée m) et leur variance (notée 02) sont celles de 1a
population complite, R . _

& ces variables aléatoires sont indépendantes les unes des autres : autrement dit guels
que soient les réels 21,.. ., 2,, les événements notés X, = T1pr ey X = T, sont deux
& deux indépendants.

A pa.rtu: des valeurs z;,.. ., z,, on caleyle
® la moyenne-échantillon : & = L(zy + .. + z,),

n

® la variance-échantilion : ... deux formules sont en quelque sorte concurrentes -

1 o |
2. 1N e
Sy = n z(‘tt 2:)
i=1 - -
1
2 __ 1 Y
31;-1 n._ 1 4 . (m‘l 3:)

. g1 )
. Pourquoi deux formules pour la variance ? Quelle raison a-t-on de choisir Pune plutét
que l'autre ? ' ' ' '

3  Le cas de la moyenne

Ce cas est simple. 1 permet de comprendre la « philbso’plﬁe » s0us-jacente. Ce qui nous
intéresse n’est pas vraiment la, ‘moyenne-échantillon Z, mais la moyenne de la population
m. -

L’échantillon a été tiré au hasard. On sursit Pu trouver pour la valeur de la moyenne-
échantillon une valeur différente de celle qui & été trouvée. La question qu'il est alors -
normal de se poser est de savoir comment peut varier cette moyenne-échantillon. Et de
se demander quelle est la valeur moyenne de cette moyenne échantillon quand on regarde
(abstraitement) tous les échantillons possibies - '

La moyenne-échantillon est une valeur de la varisble aléatcire X = sy X Etla
moyenne de X est aisée & calculer. Rappelons qu'on note E(X) la moyenne (espérance
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msthématique) d'une variable aléatoire X. Par exemple, pour tout i, E(X;) = m. Rap-
pelons aussi que la moyenne est ... un opérateur linéeire. Ainsi :

EX)=E (%ZX.) = %ZE(X,) = %z'm =m
=1 [ § i=1

La moyenne de X est la moyenne m de la population. Cette constatation rend légitime
l'utilisation de Z pour estimer m. On dit que % est un estimateur non biaisé de'm.

4 Le cas de la variance

On reprend ici la méme idée : rechercher un estimateur non biaisé de o2.

Si on conneissait m, il n’y aurait pas d’hésitation & avoir : on utiliserait

_ n
P = %E(x,f - m)2
i=1
En effet, puisque X; est de moyenne m, et de veriance o?, on a pour tout i,
B(X;-m)’) =0
et par coz_lséquent _
E (% ;‘Xi - m)z) =02
Le nombre s* est donc un estimateur non biaisé de g%, Malheureusement, on ne connait pas

m, que ’on est obligé de remplacer par Z. Or la variable aléatoire X n’est pas indépendante
de X,,..., X,. '

Caleulons E((X; — X)?) :

X, —-X=(Xi—m)~ (X —m)

Donc
(X: — X’)z = (X; - m)g - 2(X; —m)(X —m) + (X —-m)?

Or

o E({X;~m)?) = ¢ (X; est de variance 0?)

o E({(Xi=m)(X—m)} = B((X;—m) 35, H(X;-m)) = 130 E((X:—m)(X;—m)
Comme les variables X; et X; sont indépendantes pour i # j, les termes « rec-
tangles » sont nuls et il reste

E((X— m)(X - m)) = LB(0t - i) = &
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o B((X = m)") = B (i Xi — nm)?) = 5B ((Tiy(X: - m))?)
Ici aussi les termes « rectangles » sont nuls et il subsiste

E((X -m)®) = £§E (Z(X, - m)z) = 1—‘1—514.03 =

En remettant les pitces en place, on obtient

f=1

E (i:(x,-, -~ X)ﬂ) - n“; 12— (n=1)0?

Pex conséquent :

$2 =137 (2:—Z) est un estimateur biaisé de o2 puisque ¢’est une valeur d’une variable

2 =)
aléatoire 4 2 Y01 (X; ~ X)? dont le moyenne vant 2152,
Par contre 87 _; = +4- 37 (z; — Z)? est un estimateur non biaisé de o2,

" Nous arrivons & deux conclusions :

1. Lorsqu’on ne dispose pas de renseignements concernant I"ensemble de la populatmn
mais que l'on doit se contenter d’un échantillon, il est raisonnable d’utiliser s2

plutdt que s2.

2. Si 82 est biaisé, c’est parce que les variables aléatoires Xi,..., X, et X ne sont
pas mdependa.ntes quand on connait les valeurs de n d’entre elles, on connaft
automatiquement ia valeur de la » + 1°. En utilisant % a la place de m (que I'on
ne connait pas), on utilise déja un « degré de liberté ». On n’en dispose plus que de

n ~ 1. On retrouve ainsi les considérations intuitives déja rencontrées.

Question h 5 francs (pardon & 0,1 euro) : Quand 7 est grand, cela vaut-il la peine

de distinguer s2 de s2_, 7
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Annexe 3 : Super-condensé de la matiére.

Ce dossier d'exploration didactique n'a pas été écrit dans l'optique d'une pré-
paration directe des cours. Cependant, ce point de vue n'est pas éfranger aux profes-
seurs ou anciens professeurs que sont les auteurs du texte. Aussi proposeni—ils ici ce
que pourrait étre un squelette de cours de statistique au second degré. On y trouvera
aussi des références aux situations, exercices ou explications du texte du dossier.

Introduction et vocabulaire.

a) Population : une étude statistique cherche 4 tirer des conclustons pratiques de Pensemble
d’un grand nombre de données. Cet ensemble s’appelle population et les
éléments qui le constituent portent le nom d’individus. Les statistiques n’ont
pas pour but de traiter le cas de chaque individu mais de caractériser la popu-
lation.

b) Caractére statistique : un caractére statistique qu’on appelle aussi variable statistique peut
8tre par exemple :
1. la taille d’un groupe de garcons de 14 ans.
2. La marque des voitures stationnées place St AUBAIN.
3. Le kilométrage parcouru par chacune de ces voitures.
4. Le nombre de personnes par famille habitant dans le rue Des BRASSEURS

On distingne parmi ces caracteres
- des caractéres qualitatifs. { 2 )
- des caractéres quantitatifs ( 1,3, 4 )
* discrets (4)
* continus (1,3 )

¢) L’étude statistique consiste & présenter les données sous une forme permeitant de dégager une
image globale de la population puis de calculer des grandeurs permettant soit de comparer
cette population avec une autre soit de situer un individu au sein d’une popuiation.

La premiére partie se fera soit au moyen de tableaux soit par des graphiques.

Les nombres caractérisant la population sont
Des valeurs centrales : citons la moyenne arithmétique, le mode et la médiane.
Des paramétres de dispersion. Citons
la variance et I’écart type, associés & la moyenne,
les quartiles ( déciles, centiles), associés 4 la médiane.
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1: Les tableaux. { voir Ch.3. pp.33 et sv.)

1.Caractére statistique discret. ( voir méthode « Tiges-et-feuilles», p.34)
Exemple 1 : Nombre de piéces défectueuses par lot dans un ensemble de 1000 lots de picces

meécaniques.
n. de piéces défect.| n. delots
‘variable effectifs effectifs cu- variable effectif | effectif cu-
mulés mulé
X n N X n N
0 300 300 x1 nl N1
1 365 665 x2 n2 N2
2 214 879 x3 n3 N3
3 83 962 x4 nd N4
4 23 085 x5 ns N5
5 0 085 . x6 né N6
6 15 1000 X7 n7 N7
7 ou plus 0 1000 x8 n8 N8
1.000 n

2. Caractére statistique continu. ( voir sit.3.4, p.46)
" Exemple 2 : distance (en milliers de km) parcourue par des voitures neuves avant qu’elles ne
soient revendues.

Dist. nvoit. | centres | Effcum. [limites de| Effectifs | Cetitres | Eff cum.
n X N classes n X N
75 0 ' NO
4 71,5 nl x1
30 4 N1
7 82,5 - n2 x2
85 11 N2
19 87,5 n3 x3
90 30 : N3
29 92,5 n4 x4
95 59 N4
37 | 975 ' ns x5
100 96 ‘ N5
51 102,5 n6 x6
105 147 N6
33 107,5 n7 X7
110 180 N7
15 1125 nd x8
115 195 N8
9 117,5 no x9
120 204 ' N9
7 4 122.5 nl0 x10
125 208 n N10=n
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I : Les graphiques.

1. Caractére statistique discret . ( voir méthode « stem and leaf » p. 30 et 31 )

A —
n.piéces déf./lot |

400 — SN

360 17

200 T

100 T =
1 lﬂlnl L B
1 1 T T T T

01 2 3 45 67

n. piéces déf. —

' : — : I
a) ODiagramme en bétons. : ce diagramme représente les effectifs par classe.
b) Diagramme en escalier : ce diagramme représente les effectifs cumulés.

2. Caractére statistique contimy . ( voir sit. 3.4, p.46)

Histogramme.

60
50 T
40 F
30 +
20 +
10T

n.milliers de km.

Histogramme. [.’histogramme représente les effectifs par classe. Un individu est représenté
par une surface et non par un segment. Cette remarque est importante dans le cas ou
la série statistique comporte des classes d’amplitudes différentes.
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Polygone cumulatif.

250

200

150

100

50

n. de milliers de km.

a) Polygone cumulatif ; représente les effectifs cumulés.

Notations et quelques formules.

Les modalités du caractére sont représentées par la notation x.

Pour un caractére discret, x; représente les valeurs du caractere pour les individus de la classe
1.

Pour un caractére continu, x; représente le centre de la classe 1.

On désignera par n; I’effectif de la classe i.
n désigne I’ effectif total

n=n +n2+....+nk:an

On appelle fréquence :

1.
ﬁ:;‘- et f+f +.+f=1
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IV : Les valeurs centrales. (voir sit. 1.3, p 15) |

1.LE MODE My (p 18)

C’est un nombre caractéristique de la classe la plus peuplée. Pour un caractere discret, on
prend la valeur de x correspondant a cette classe et pour un caractére continu, on prend le
centre de cette classe. '

2.1A MEDIANE M. ( p18, sit. 2.1.6, p 27)

C’est la valeur de la variable qui partage la série en 2 parties . La premiére partie est compo-
sée d’individus caractérisés par des valeurs de x inférieures 4 M et I’autre par des valeurs su-
périeures. Ces deux classes doivent comporter un effectif total au plus égal a la moiti¢ de n.

N(x<M) Sg- ei N(x >A/I)£-g

Exemple simple : on considére la série de cotes suivante :

2,4,4,5,6,6,7,8,8,8

Dans cette série, I’effectif total est de 10 et s1 I’on sttue la médiane en 6, on constate
que les classes caractérisées par des valeurs inférieures & 6 ou supérieures & 6 ont toutes deux
un effectif inférieur 4 n/2 c’est a dire 5.

Dans le cas de ’exercice 1 (piéces défectueuses par lots), la médiane serait de 1.
Ceci concerne le cas d’une variable discréte.

Dans le cas d’une variable continue, il y a lieu de déterminer d’abord la classe médiane puis
d’effectuer une interpolation au sein de cette classe.
Voici le détail de la détermination de la meédiane dans ’exemple 2 (kilométrage).
9 — 100
104 > M M=100+%5m100,8
147 — 105

1l est évident que 1’ on utilise ici les effectifs cumulés.

3. LA MOYENNE ARITHMETIQUE. X (sit. 1.1 p13, sit 1.2 p15)

- 1
X ==2nx
nl

Dans I’'exemple 1, elle vaut 1,224 et dans 'exemple 2 : 100,24.
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V .Les parametres de dispersion.
(sit. 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3, 2.1.4, 2.1.5 pp 23 et 5v.)

LLES QUARTILES. Q1 ET Q3. (p29, sit. 2.2.1 p30)

Le principe de détermination des quartiles est semblable & celui de la médiane. Le pre-
mier quartile partage la série en deux groupes : celui des individus caractérisés par des valeurs
de x plus petites que Q1 ( premier quartile) qui doit avoir un effectif inférieur ou égal 4 n/4, et
celui des individus caractérisés par des valeurs plus grandes qui doit avoir un effectif inférieur 2
3n/4.

Le deuxiéme quamle est la medlane et le 3éme quartile est semblable au premier mais &
I autre extrermte de la série.

Exemple simple : n=20 n/d=5 3n/4=15

2,2, 3,3, 4,4, 4,5 6,7,7,7, 7,8 8 8, 8,8 8 10
e e e

N
Eﬁ{i Eﬁ'ﬁ%

Ql=4

223344456?7??88888810
22%3%4445670777
B

B <3t

Q3=8

Dans certains cas, on est amené a diviser la série en 10 ou en 100. On parle alors de déciles et de centiles.

Dans I’'exemple 1, Q1=0 et Q3-2.
Dans I’exemple 2, on procéde a une interpolation comme pour la medlane n/4—52 et
3n/4=156.

30 =90 147 - 105 .
52 (01 01—90+2—zs 93,8 156 >03 (3=105+-25~106,4

59 505 180.*)-110

2..LA VARIANCE ET L’ECART TYPE. V ET o.

Les quartiles ont le désavantage de ne pas tenir comple de toutes les données .
La variance est la moyenne arithmétigue des carrés des écarts & la moyenne.

1 -
V:;Zrﬁ'(xi_x)z

Si on développe cette expression, on obtient :
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I 2 =
== .nxi-
n i

L’écart-type est la racine carrée de la variance : 0= -J?

Dans I'exemple 1, la variance est égale a
(365*0+365% 1+214*4+83 *G4+23 *16+0%25+15%36)/1 000-(1 224"2)=1,38
et I’écart-type & 1,17 .

Dans I"exemple 2, la variance est.égale a
(4*6006,25%4+7*6806, 25+19%7656,25+29%8556,25+37*9506,25+51*10506,25+33%11556,2
5+15%12656,25+9%13806,25+4*15006 ,25)/208- (100 24y"2=2108300-10048,=87.9.
Et I’écart-type a 9,4.
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92

Math-Jeunes n "84, 92-96, 1998

Moyennes pondérées

Christian Van Hooste, A. A. Vauban, Charleroi

Les réflexions de Toto, ie gars sympa

Aujourd’hui est un bien mauvais jour pour Toto. |l vient de
recavair son bulletin e, une fois de plus, celui-ci n'est pas une
invitation & PHymne & la Joie. Toto n'en est évidemment pas
surpris; le bullatin refidte parfaitement son ravail, ou plutdt son
mangue de travail. || est seulement dépitd. 1l est vrai qu'une

arreur {c'est humain}, une erreur heureuse, aurait pu se glisser

dans ce fichu périodique . ..

Tout en retournant chez Iui, & pied, le cartable, léger, hien ac-
croché sur le haut du dos, Toto rumine donc son dépit. Mais,
petit & petit, pas & pas, une autre idée taraude esprit de notre
borhomme. El cela le rend perplexe. Puisqu'il n'est pas le
medleur éléve de la classe — et il ne le revendique stirement pas
— qui 'est done? Quelques noms de condisciples lui viennent
afors en #8te : Elisabeth, Frangois, Mathieu, . . . D aflleurs, it & vu
leurs bulietins et se souvient trés bien des notes que ceu-ci onl
obtenues dans certaines branches dites imporiantes. De quoi

réver!
Frangais | Math | Anglais
éﬁ - - ﬁ — I '8 T 7;.9 -
Frangois 1 | 6 7
Mathiou 1o e T

En dehors de ses moments de réverie, plug ou moins longs, mais
tout & fait indispensables pour son équilibre psychologique, Toto
resie attentif aux discours de ses professeurs. !l a ainsi entendu,
maintes fois, e prof da frangais affinner qu'< une bonne maitrise
de Ia langue maternelie est primordiale pour la compréhensicn

des autres cours .

A mi-chemin entre I'école et sa maison, cetle phrase, ressur-
gissant comme une lusur, lui inspire alors Fidée qu'il faudrait
atiribuer cinquante pour cent des points pour I8 cours de trangais
et partager les aules cinguanie pour cent de maniére Sgate
antre les cours de math et d'anglais. Partant de 14, Toto caleuts
la moyenne des trois ténors de la classe :

6 x50 +8x264+9x25

Elisabeth = T, 25
o Sl 100 ks
10X 50+6 x 2547 x 25

F i = §,25;
& Francois | 100
Tx50+9x25+7%25
» Mathiey —O0 T+ 1’:}0 FIXB s

Incontestablemeant, se dit Toto, dont le calcul mental ast un des
points forts, Frangois est le meillewr éigve de fa classe,

Mais, chemin faisant, notre hérus se rappelle encore gu'entre
deux équations, le prof de math aime bien insister sur le fait
que, de nos jouwrs, sans math, il n'y a pas dissue, que toutes
les branches scienfifiqgues et méme certaines autres, tefle la
psychologie, Ia sociclogie ou I'économie, ulllisent des modéles
mathématiques pour décrire les phénomenes étudiés, enfin que
les math devraierl constituer cinquanis pour cent du bagage
intellectuel de tout un chacun. Sur ce, Toto se dit qu'il vaudrait
mieux atiribuer cinquante pour cent des points au ¢ours de math
et donner la méme importance aux deux auiras cours. Mais
alors serace encore Frangois la meillewr éiéve de la classe,
Frangois qui n'est précisément pas le plus fort en main? Tolo
recalculs done les moyennes :
Bx254+8x50+9x25

# Elisabeth ™ =T7,75;
ok 10 x2546 xB0+7 %25 7 95
Tangois = a9
< 100 49
Tx2B4+9x5047x25
& Mathi =
iau 300 g, 00.

Cette fois, il faut bien admetire, se dit Toto, que ¢'est Mathieu le
premiar de la classe.

Toutefois, un peu plus loin, au pied de la cote qui méne a
sa maison, de nouveau, il entend la voix d'un de ses profs.
C'ast maintenant le prof de langue moderne qui parde : <le
monde entior parle anglais, tous les scientifiques publient les
résultals de leurs recherches en anglais. Gertes le frangais vous
a permis de comprendra C@ qu'on VOUS & enseigné jusqu'ici;
oui, le cours de malh vous a dorme le moyen d'apprendre les
lois de la physique, de !la chimie, de 'économie. Mais, & I'heure
ol 1'on surfe sur intemet, il faut pouvoir communiquer avec le
resie de la plandte. Et, dans ce domaine, I'anglais est essentiel;
c'est cinquante pour cert de votre potentiel d'ouverture vers
T'extérieur 3.

Pour {a seconde feis, Toto revoit son jugement : « Si jattribue
cinquante pour cent des points pour le cours d'anglais et Fautra
partie des poimts, en deux paris égales, pour las math et le

frangais, qui va étre le roi de 1a classe? »Tolo se remel alors &
calculeyr :

6 x254+8x254+9 x50
100

® Elisabsth

= 8, 00;
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10x25+6x25+7 x50

i =7, 50;
& Francois 100
Tx25+98x25+7 x50 -
@ Mathieu 100 =7, 2.

< Pas d’hésitation possible, ce n'est pas un roi, ¢'est une reine,
c'est Elisabeth, la reine de |a classe! », condut Toto,

Amrivé au seull de 1a porte de sa maison, toul & coup, Toto est
pris d'un doute. < Et si fe cours de gymn était le plus important
de fous les Cours; sans une bonne sanié, on n'est rien. Tout
compte fait, c'est peut-dire moi le *King” de la classe; f'ai une
note de 10 an gymn, alors que les trois autres, les forts en
théme, n'ont que 5 ... %

Mais, Toto n‘aura probablement pas le temps de recommencer
un autre calcul, car, derrigre la porle, une dure réalité I'atlend :
son pére est |14, impatient de voir arriver le bulletin.

Les moyennes pondérées, invention
de Toto et des mathematiciens

Etant donné T4 nembres 41, Ta, - .., Ty, leur NOyenne
arithmeétitjue est égale au quatient de leur somme par 74,
Ainsi qu'on peut le voir sur une machine 4 calculer, la moyenne
arithmetique de ¢2s nombres est généralement notée I :

Mais, notre héros Toto vient de nous manirer que !'on pouvait
caiculer fa moyenne des nombres Tq,7%q, ...,ZT, dune
autre maniére. A chacun de ces nombres, on attribue un certain

poids :
-0y pour 1, vg pour Tg, ... 0, pour Ty,

ces poids étant des réels posilifs. On multiplie alors chaque

nombre par san poids et on additionne ie tout: enfin, on
Ceta
done wie moyenne pondérée (1) des nombres
PP,

divise le résultat oblenu par la somme des poids.

3:_]_, "E21

{*) Pondéré vient de la famille-de mots latins pondus,
ponderis (qui signifie le poids) et ponderare (qui signifie
peser, estimer, évaluar).

Evidmment. cette moyenne n'est pas unigue; &fle varie en
fonetion des poids €7, (g, .
T1, T2y
& ia manidre de notre ami Toto. 1l y a donc autant de rnoyennés
. . « 3 &y que de fagons de

. .y Oy altribués aux nombres
«+ . Ty, Cespoids peuvent étre fixés arbitrairement,

pondérées des nombres 1, T3, ..
chaisir leurs poids, soit une infinité,
Parmi tes meoyennes pondérées de ces 7¢ nombres, ! y &, entre
autres, leur moyenne arithmétique T. Pour I'obtenir, il suffit tout
simplement d'atiribuar un méme poids (¢ A& chague nombre :

T -+ org 4 - g

at+a+---+o
oty +Za+ -+ Ty)

m =

({183
Iy + T2 k2,

T

=TI
Ainsi, classer les éléves d'un groupe d'aprés la moyenne
arithmétique de leurs notes 'est pas plus significatif que de les
classer d'apras toute autra moyenne pondérée calculée avec ces
mémes notes, la moyenne arithmétique n'étant qu'une moyenna
pondérée particulidre. D'ailleurs, dans la classe de Toto, les cal-
culs faits par celui-ci avec des pondérations différentes condui-
sent & des classements différents. Et si Toto avait eu le temps
d'inégrer le cours de gymn. dans ses calculs, peut-&tre que,
lui Toto, .., .

Les poids attribués vy, tva, . . . , &, aux nombres
T1,L2, «..,Fn, permettont de donnar ﬁlus ou moins dim-
portance &ces nombres. Augmenter le poids d'un nembrs, c'est
renforcar son infiuence sur la moyenne ; diminuer ce poids, c'est
la réduife. Ainsi, les wois condiscipies de Toto peuvent, chacun
a leur tour, s& parer du lifre de meilleur 8éve de la classe parce
que fes pondérations successives choisies par Tolo attibuent e
pius grand poids & leur meilleura note, augmenant de 1a sorte
considérablernent Vinfluence de cette note et réduisant, par 12
méme, celle des deux autres.

On pourrait méme donner & un de ces nembres un poids nui;
cela reviendrait 3 réduite & néant son influence dans le caloul
de la moyenne, C'est ce que fait encore Toto en ne donnant
aucun poids aux cours, aulras que ceux de frahi;.a‘s, de math
et d'an'glais. '

En admeitant que les notes de Toto en frangais, math et an-
giais goit respectivement 5, 4 et 3, sauriez-vous, cher lectaur,
en choisissant convenablement 1a pondération, faire en sorte
qua Toto soit considéré comme le «king »de la classe? Cala
paurrait sans doute lui remonter le moral et, surtout, lui don-
ner d'éventusls moysns de défense auprés de son pére. Bien

SBPMef — Dossier Pédagogique n° 6 — Page 75



entendu, il laut pour cela tenir compte de la note attribuée en
gymn. sans quoi i y & peu d'espeir d'y ariver.

En effet, ami lecteur, vous pourriez démontrer que toute
moyenne pondérée (& poids positifs) de
nombres est toujours comprise entre le plus
petit et le plus grand, de ces nombres.

Solent P et § respectivement I pius petit et le plus grand des

nombres Ty, Zg, ...; Ly

Du fait que les poids &y, G, - . . , Q¥ atfribués 4 ces nombres
sont positits, nous avone

Lo 38 T ol s % o0 I SICIICIS S 4 O, 20

m =
o oot 4o
< alp-ﬁazp2+---+an?)_
T oy tazt oy
ploatos+---+om)
Attt
ot
oZy + ey + -+ O Ty
m =

o +ogFto
awiam2-~+m§=

ay+agt+ -t ay
g(a1+ag+---+an) _

artoa+-tom

A

domc p S MK g

Pouriez-vous aussi démontrer que tout nambre compris entre
-1 Tn
peut &tre considéré comme une moyenne pondérée parficulidre

le plus petit et le plus grand des nombres £, , Lo,

de ces nombres?

Scient. P et § respectivement le plus petit et le plus grand des

nombres T, Tz, .:.,Tn.

Nous devons démonirer que, pour tout nombre f4 tel que
p € u € g il eiste une pondération des nombres
iy,%T, ..
i

Pami les nombres T, Ta,
et &y, respectiﬁement Ggaux & p et a g. Pour créer une

+y Ty, qui donne une mayenne pondérée égale &

«v 'y Tq, 1 en exisle dewy, T;

pondération qui répond 3 la question, commengons par atiri-
buer un poids nul aux nombres 1, g, ..., Ty safa X; et
a4 I;. A ces derniers, donnons comme paids; respeckverment
les réels positils 4 — P et § — L. La moyenne pondérée
comespondante est alors dgale & ft comme souhaité, En effet,
nous avons :

(g — m)zs + (B — P)x;

— + —
ey

_ Hg—up

-p

u?g—P) _

—_— =y
g—p

Pondérations équivalentes

Appelons pondération la suite (al s ¥y . L. ,O:n) des poids
respectivemnent atkibués aux nombres Ii,ZTe, ...,Tn,
poids aquels nous imposons deux conditions ©

L chéque poids est un réel positif (éventuallamant nul) ;
® |a somme des poids n'est pas nulle.

Nous savons comment Tofo a produit trois pondérations
différentes pour les notes atiribudes aux cours de rancais, de
math et d’anglaic et co qu'it en a dsulté quant au classement
des éléves d'aprés leur moyenne (pondérée). Pondérer revét
donc un caractére subjactit at un changement da pondération
moediie les moyennas at, an général, bouleverse un classement
établi d'aprés ces moyennes. Cependant, une modification qui
ne consisterait cua multiplier tous les poids d'une pondération
donnée par un méma nombre strictement positif n"affecterait en
rien la moyenne pondérée, En effet, pour k& > 0,
(koy)mr + (Rag)za +--- + (koy)z,

ko, + kag + -+ - + ka, -

T+ Ty + - T
| a1 +ay+ -+ o

Décidons d'appeler pondérations éguivalentes de
X1, Ty, ..., Ty, doux pondérations

(@, @, ..., 0,)et{A, Ba,. .., B,) donties poids sont
proportionnels, c'est-a-dire telles que

& Gy g
ﬁl ’ BZ ﬁ'n
&t de noter cetle équivalence de la maniére suivants :

(1,0, .., 00) ~ (81, B, . .-, )

A ce propos, § est intéressant de remarquer qué toute
pondération est équivalente 3 une autre
dont la somme des poids vaut 1, que nous ap-
paiterons pondération standardisée.
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De fait, posons 5 = x| - (g + - -+ + (¥p. Nous avons
alors
ay; Q2 Oy
(Ozl,(}:g,...,ﬂcn) ~ (?,‘E',-Sr)
e ;O ocn S
ShFet oty =5=!

Ainsi, la premigre pondération créée par Toto (50, 25, 25) eat

( 111 )

équivalente & } —, —, — |.

; 2°4°4

Limportance de chaque poids appareit nettement micux dans
cette derniére pondération: on voit immeédiatement que le cours

de frangals y compte pour ia moitid des points.

En statistique

En statistique, i arrive qué souvent que Fon doive calculer ia
moyenne d'un ensembie de nombres parmi lesquels certaines
valeurs se répélent. Plus une valeur se répate, plus elle prend de
l'importance vis-a-vis des autres, plus son poids augmente. On
appelle d'silleurs répétition pu effectif) dune valeur, te
nombre de fois que celle-ci apparait dans 'ensemble slatistique.
.+ - y T, los différentes valeurs et
. , Tr lours répétitions respactives, la moyenne

En désignant par T1, T3,
party,¥a, -
(arithmeétique} de I'ensemble statistique est alors

T
z TrLg

o M et e,

FLb T2 by

Celle-ci apparsit done comme une moyenne pondérée
des différentes valeurs de r'ensemble, issue de la
pondération dans laquelle chacune valeur regoit un poids égat
& sa répéfition. :
Dans ia pondération standardisée éguivalente, le poids atiribué
& chaque valeur L est

Tk

fe= Ty by
En stalistique, ce nombre s'appelie la fréquencede fa valour
xk; elie est donc Sgale au rapport entra sa répétition et N'affect
total de I'ensemble {(somme de toutes les répéfitions).

L
=Y fuzk= hT1+ o2+ + foZa
k=1

En utilisant cette nation, la moyanne de I'ensemble statistique

s'gerit

E=3 fezi= fixi+ foazo+ -+ [,
k=1

En statique

Aux deux extrémités d'une barre {de poids négligeable), le prot
de physique aceroche deux masses de poids ¢ et F etdemande
ol s& frauve le point d'équilibre du systéme (cf. fig.).

A i 1) B
.- e Y =
/“\\ ,/—\
N o

Il recomrmence |'expérience plusieurs fois, mesure, nole les
résultats et parvient & la lof (mathérmalique) suivante :

Le point d'équilibre est le point (= tel que
o|GA| = 8|GB|.

Cette loi peut &tre refarmulée en termes ge vecteurs &G;I ==
-0G BE

ou ie signe — se justifie par le fait qu'il faut fenir compte du
.__)
sens des vecteurs, Elle s'écrit encore G A 4 3G B=7.

Sur la droite A B, fixons un point (O et transfermons Ia relation
ci-dessus :

a(OA - OC)+ OB —-DC = T ou
0(721+ﬁ0_b§= (a—{—ﬁ)O_(z"

Munissons & présent la droitle A B d'un axe dont (O est 'arigine
eldesignons par Ty , T2, 7 les abscisses respectives des polnts
A, B et G_ De 1a relation vectorielle ci-dessus, nous tirons
alors Pégakité algébrique : @ty + Az = (o + B)Z dou
il vient
ory + fizy

a4+ 3

T =

ainsi, I'abscisse du point d'équilibre est la
moyenne pondérée des abscisses des points
A et B, pourvues respectivement des poids
et .

}l est bon de noter que !a pesition fixde pour l'vrigine de I'axe,
ainsi que pour la graduation de celui-ci, peuvert &tre choisies
de maniére tout a fait arbitraire.

Notons encore que remplacer les poids par les masses ne
change en rien la position d'équilibre puisque les masses ot les
poids sont proporiionnels, le coefiicient de proportionnalits étant
gald g (a peu prés égal & 9, B1 en nos régions). Masses et
poids canduisent & des pondeérations équivalentes.
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Des véidiications expérimentales de cefte loi sont facilemant
raalisables chez soi. En voici un exemple. Pour enfoncer un
pieu, on utilise un gros martasu (on appeile cela une <masse
»dans le métier). En suppasant que ce marteau est constitué
comme le monire fa figure ci-dessous, cherchons-¢n le point
d'équilibre.

Plagons l'origine ( de 'axe sur 'extrémité libre du manche,
choisissons conime unité de longueur le centimétre et désignons
par Iy, Ty les abscisses du centre de masse du manche, du
centre de masse de la partie métallique. On doit avoir

. 1x3045x97,5
T =— c

= 89,6

i sufiit donc de soutenir le marieau par le manche en son
point situé 2 89, 6 cm de V'exirémité libre pour e maintenir en
équilibre.

Sortex votre métre, votre balance et essayez !

L'avantage d'envisager ce probléme de statique sous l'angle
des moyennes pondérées réside dans la perspective d'une
généralisation-a 7L points matériels alignds pourvus de masses
Qy,09,...,0,. SiT;, 2,
de ces points, "abscisse du point d'équilibre est a moyenne
R

.. s Eq sort les abscisses

pondérée de Ty, Ta,

R R
o+ o+ Gy

Ainsi, revenant ﬁ texpérience faite au cours de physique, It est
maintenant possible de tenir compte du poids de la barre refiant
tes points A et B. Pour ceia, on considére que Ie peids da ia

barre agit ean son centre et le probléme revient alors a chercher

le point diaquilibre pour un systéme de trois poinis,

O N

A 6 B

o= - L"" ‘. s ©

\.

/'\\[ .f, -
N 50 :
Ry g “
100 ¢ 250 ¢

Avec les données du schéma ci-dessus, la position de G par
rapbo?t a A est donnée par son abscisse

100 x 0 + 50 x 20 + 250 x 40
' 100 + 50 + 250

I =

= 27,5

En guise de conclusion

Etablir un classement — nous l'avons vu grice aux brillants
calculs de notre ami Tolo — des éléves dune casse d'aprés
la moyenne pondérée de leurs notes est subjectf et, par
conséquent, n'a pas de valeur véritable. Donner ie méme poits
& chaque branche, c'est choisir une pondération particuligre ;
glle n'a pas plus de valeur tue ias autras,

Si la moyenne pondérée a un caractére subjectif quand elle sert
dinstrument d'appréciation, elle retrouve toute son objectivité
mathématiqus dés qu'i! s'agit de Fappliquer dans le domaine
scieniifique: par exemple, pour situer le paint d'équilibre d'un
systéme de points matériels,

Ce qui [ui denne un aspect subjectif dans le premier cas tient
essentiellernent & ce qu'ony peut chaisir la pondération, puisque
celle-c n'existe pas initialement. . Par contre, dans le second
cas, {a pondération est imposée par le contexte physique.
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